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Résumé. Nous étudions I'existence et I'unicité de solution d’'un probléme elliptique non linéaire
ayant une matrice de diffusion de la form + Baza(u), ol By, Bs € L°(Q)M*¥ sont
définies positives et(s) est une fonction continue, définie sur l'intervab, +0), so € R,
etlim___+ a(s) =400, d’autre part, le second membre de I'équation appartient a I'espace
0

L'(Q). 0 2001 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

On anonlinear eliptic problem with singular diffusion and right hand
sdein L!

Abstract. We study the existence and unicity of a solution to a non-linear elliptic problem with
a matrix diffusion coefficient of the form B; 4 Baa(u) where By, By € L (Q)NV*V
are positive defined and a(s) is a continuous function defined on the interval (so,+00),
so € R, and satisfies lim 0+a(8) = +o0; furthermore, the right hand side of the

partial differential equation lies in L'(Q). O 2001 Académie des sciences/Editions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English version

LetQ c RY be a bounded open set. We study the following nonlinear elliptic problem:
wVu —V - [(By + Bza(u))Vu| + g(z,u) = f inQ,
)
u=0 onosl,

wherew € L(Q)", f € L'(Q) andg : @ x R — R are given data, aniiin____+ a(s) = 400, so € R~ {0}.

This kind of problems may appear in some physical models, for instance, the turbulent enert
dissipationg, of the so-called:-¢ turbulence model, is governed by an equation like (1).

The casef € L?(Q2) has been studied by Blanchard and Redwane in [1}:fef 0, g(z,u) = \u, and

a(s) a diagonal matrix.

Note présentée par Jacques-LouisL10ONS.
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Due to the singularity of the diffusion coefficient, problem (1) contains a term which becomes a
indetermination on the sefu = so}, which may not be negligible. On the other hand, we do not
assume any hypothesis on the asymptotic behaviour( 9f for s — +oco. This means that the notion
of weak solution is not well-suited for this setting. In this way, we introduce the concept of renormalize
solution for problem (1) (conditions (R1)—-(R4)). Under hypotheses (H1)—(H5), we show the existence of
renormalized solutiom such that: € W 7(Q), a(u)Vux(uss,} € L1(Q)Y, forall ¢ < 2 ; furthermore,

any renormalized solution of (1) lies Wé”(Q), forall g < % (Theorem 1).
The uniqueness of renormalized solutions may be proved under more restrictive assumptions (Th
rem 2).

1. Introduction

On considére un ensemileC RY (N > 1) ouvert et borné. Nous étudions le probléme elliptique non
linéaire suivant

{qu — V- [(B1+ Bza(u))Vu] + g(z,u) = f dans®, )

u=0 suros?,

S—s

Ce type de problémes apparait dans certains modéles physiques, ou une ou plusieurs équa
contiennent coefficients singuliers pour une valeur finie d’une des inconnues. En fait, ce travail est mot
par I'étude de I'équation de (dissipation de I'énergie cinétique turbulente) du modeéle; dans le cas
incompressible, cette équation prend la forme

avecw € L2(Q)V, f e L1(Q) etg: Q x R — R données et, de plukm +a(s) =+00, 50 € R\ {0}

k2 | T2
wVe —V - Vo+cl? Ve +03?2502k‘Vw+Vw ‘ dans(?,

E=¢ suros?,

k étant I'énergie cinétique turbulente,le champ de vitessesy la viscosité du fluide et;, ¢, etcs des
valeurs constantes.

Dans les derniéres années plusieurs auteurs ont étudié certains problémes elliptiques non linéaires
second membre daiig (£2) ; nous citons, par exemple, les travaux de Boccardo et Gallouét [2], Boccardc
Gallouét, Giachetti et Murat [3] et Murat [7]. Néanmoins, a la difficulté du second membrel déns
nous ajoutons une autre difficulté considérable : la singularité du coefficient de diffugippour une
valeur finies = s¢. Ce type de problémes elliptiques contenant un coefficient singulier ont été étudiés p
Blanchard et Redwane dans [1]; dans cette référence, on n’a considéré qug le Eag?), avecw = 0
etg(x,u) = Au, pourtantz(s) est une matrice diagonale.

2. Lerésultat d’ existence

Nous considérons les hypothéses suivantes sur les données :
(H1) By, By e L*(Q)N*N etil existea > 0 tel queB; (z)£€ > al€|? presque partout (p.p.t)e Q, pour
tout¢ eRY,i=1,2;
(H2) a: (so,+00) — R est continuesy € R, s < 0, a(s) > 0, pour touts > s etlimsﬂsg a(s) =+o0;

(H3) ¢:Q x R~ R est une fonction de Carathéodory telle gue, s)s > 0 p.p.t.z € 2, pour touts € R,
et pour chaquer > 0, il existed,,, € L*(Q) telle quesup <., |9(, 8)| < di(z) p.p.t.z € Q;
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(H4) w e L2(Q)N, V-w =0 dansQ, w - n = 0 surof2, etQ est lipschitzien§ étant le vecteur unitaire,
normal a0} et extérieur &) ;
(H5) f e LY(Q).

Remarque 1. — Nous avons déja commenté que les principales difficultés du probléme (1) consiste
supposer les hypotheses (H2) et (H5). En ce qui concerne (H4), cela ajoute une autre difficulté, puisqu
ne suppose pas quec L>= ()Y ; dans le casw € L>(Q)" I'hypothése (H4) peut &tre remplacée par

(H4Y weL>®(Q)N etV -w=0dansQ;

et donc on ne suppose aucune hypothése sur la régulari® ddotons aussi que, dans (H4), I'identité
w-n =0 aun sens au moins dans le espHce/?(99).

Par ailleurs, nous devons donner un sens a une solution du probleme (1). En effet, méme=pour
W, (2) 'équation aux dérivées partielles contient le terBye(u) Vu, lequel est une indétermination sur
I'ensemble{u = s} qui peut, le cas écheant, étre non négligeable ; en outre, la croissante deand
s — +oco peut poser aussi des problemes. Toutes ces remarques impliquent en particulier que la notior
solution faible n’est pas suffisante pour ce cadre. De la méme maniére que dans [1], nous allons déf
le concept de solution renormalisée adapté au probléme (1). On ndfe fzafonction de troncature a la
hauteurj, c’est-a-direT;(s) = signe s min(|s|,j), et on introduit I'espac@V}>(R) = {p € WH>(R),
supp ¢ compact.

DEFINITION. — Une fonctionu est ditesolution renormalisée du probleme (1) si elle vérifie les conditions
suivantes :
(R1) ue LY(Q), u > so p.p.t.z € Q, a(u)Vux(yssy € LYY, g(u) € L1(Q);

(R2) T;(u) € HY(Q), a(u)/2VT;(w)x{u>s0y € L*(Q2)N, pour toutj > 0;

1
(R3) lim — (B1 + Baa(u)) VuVuG(u) z/ (9(u) — f)G(u), pour tout G €
=01 J{so+n<u<so+2n} {u=s0}
Wt (R), supp G’ compact;
1
(R4) lim — / (B1 + Baa(u))VuVu =0;
{so<u<n}

n—oo N

(R5) pour touth € W1>°(R) avech(sp) =0, on a
/quh(u)v—i—/ (B1 4 Baa(u)) VuVoh(u)X {usse}
Q Q

—I—/Q(Bl—|—Bga(u))VuVuh'(u)vX{u>SO}—|—/Qg(u)h(u)v:/9fh(u)v, Yv € D(Q).

Remarque 2. — La condition (R3) décrit le comportementdau voisinage deg. En effet, puisque les
fonctionsh de (R5) s'annulent au point), on perd toute I'information de sur I'ensemble{u = sy}, et
donc, (R3) recupere cette information.

La condition (R4) fixe un comportement asymptotique de I'énergie pour des grands valeuEstfait,
en général on n'a pas(u) VuVu € L' (), non seulement parce que H}(£2), mais aussi parce qu’on
ne suppose aucune hypothese sur le comportement a l'infir(isde

Remarque 3. — On voit que formellement, (R5) est déduite en multipliant I'equation aux derivées
partielles de (1) pak(u), et puis en considérant I'egalité obtenue au sens des distributions.

Remarque 4. — Si dans (R5) les fonctiorissont telles queupp k est compact dan, +o0), alors la
formulation variationnelle reste valable paue Hj(92) N L>(Q).
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THEOREME 1. —Sous les hypotheses (H1)—(H5) (ou bien (H4) remplacé par (H4)'), le probleme (1)
admet au moins une solution renormalisée telle que

N
u e Wé’q(Q)7 a(u)vux{u>80} 6 Lq(Q), Vq < m,

et alors, la formulation (R5) reste valable pour tout v € W};q/ (Q), ¢ > N. Toute solution renormalisée
de (1) appartient & W'?(€2), pour tout ¢ < .

Schéma de la démonstration. — Grace a (H4), il existe une suitevs) C L>°(Q)Y, V - ws = 0 dansQ
et telle queims_.o ws = w dansL?(Q)" (si 'on a (H4), alors on peut prendres = w). On introduit la
fonction de troncature

1/6 sis>1/6,
T%(s)={ s Sisp+6<s<1/é,
so+6 Sis<sy+6,
puis les fonction tronquéess(s) = a(T°(s)), gs(x,s) = T1/5(g(x, T15(s))) et fs(x) = Ti/s(f(2));
enfin, pour) < § < —sg on pose les problémes approchées
us € H(Q) tel que

(P /Qw(sVu(sv—k/Q(Bl—kBga&(u&)) VU5VU+/QQ<S(U6)”:/Qf5“7 W € Hy ().

L'existence de solution du probleme gR)eut étre obtenue par application du théoréme du point fixe de
Schauder.
Posons

As(s) = /Osaé(t) dt, zs=As(us) et Gj(s)=Tjr1(s) —Tj(s).

Alors, on vérifie sans peine que
/ \VGj(u5)|2 <C, / ‘VGJ‘(Z(S)‘? < C, pourtoutj >0;
Q Q

donc les suites et zs5 satisfont les estimations de Boccardo et Gallouét [1,5] ; par conséquent, ils existel
u, z € WH4(Q)) et des sous-suites (notées de la méme maniere) telles que

us —u, 25—z dansWy?(Q)VN-faible, pourtouy: 1< g < 5 ;

us —u, zs—z dansL"(Q)-fort, pourtoutr: 1 <r < 25 ;

us —u p.ptze,

On montre alors que > so p.p.t.z € Q, Vz = a(u)Vu sur 'ensemblelu > sy}, etgs(us) — g(u) dans
L}(Q)-fort. En suite, on démontre les convergences

as(us) /> Vus — a(u)l/QVux{u>30} dansL4(Q)" -faible,

et
(Bl + Bsag (U5)) 1/2VT_7‘ (Ué) - (Bl + BQG(U))1/2VTJ (U)X{u>so} (2)
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dansL?(2)"-faible, pour toutj > 0. En particulier,a(u)|VTj(u)|*X {u>s,1 € L*(2), pour toutj > 0.
Le pas le plus compliqué c’est de montrer que, en fait, la convergence en (2) est forte. Pour ce faire,
considere les fonctions, k, = p, — 1 ethy, ou

0 Sis<so+1/4, —|s|/f+2 sit<|s|<2¢
pe(s) =R Ls—so—1/0) sil/l<s—sg<2/t, he(s)=< 1 si|s| <4,
1 Sis>so+2/¢, 0 si|s| > 2¢
et on prend, dans (R)v = T (u)pe(us)he(zs) etv = T;(u)ke(us)he(zs), €t on passe d’abord a la limite

(ou limite supérieure) et — 0 puisfl — oo.
Enfin, on montre que vérifie les conditions (R3)—(R5ydir [4] pour les détails).

3. Lerésultat d’unicité

Nous pouvons déduire un résultat d’'unicité de solution renormalisée du probléme (1) moyenne
certaines hypotheses plus exigeantes sur les données, outre que (H1)-(H5), a savoir
(H6) a: (so, +00) — R est lipschitzienne sur les compacts(dg, +o0) ;
(H?) f s)ds =+o00;
(H8) (g (a: 51) g(z,82))(s1 — 82) >0, p.p.t.z € Q, pour toutsy, sa, 51 > 52 > 50, €tg(z,0) € L1(Q);
(H9) il existes > N tel quew € L7(Q)V etV - w = 0 dans().

THEOREME 2. —On suppose les hypothéses (H1)—(H3), (H6)—(H9) Soient f1, f> € L1(Q) et uy, usg
solutions renormalisées correspondantes aux seconds membres f1, fo respectivement. Alors,

w;>so ppLreQ, AMw)e Wyt(Q), VAu)=a(w)Vu, i=1,2, 3

ou A(s) = fos a(t) dt, et I’on vérifie le principe de comparai son suivant

/ g, u1) — g(,u2)]| < / i fal. ()
Q Q

En particulier, si I’on suppose en plus (H4) (ou bien (H4)'), le probléme (1) admet une unique solution
renormalisée.

Schéma de la démonstration. — En utilisant (H7) on démontre (3). En posant aleys= A(u;), i = 1,2,
on montre que, pouw = z1, 2 ON a

Tj(2) € Hy(), Vj>0,

1
lim —/ C(2)Vz2Vz=0,
{lzl<n}

n—oo M,

avecC(z) = By + B1/a(A71(2)), et

/Qszh(z)v/a( /C )V2Voh(z /C )V2Vzh/(z )v+/ v—/fh

Vh € W (R), Vv € Hj(Q) NL>®(Q).
Nous pouvons montrer alors qu’on peut appliquer le principe de comparaison de [5,6], ce qui donne (

Remarque 5. — On pourra consulter quelques résultats dus a Redwane [8] similaires & ceux qui sc
présentés ici, le terme de diffusion non linéaire étant différent.
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Remarque 6. — Les résultats enoncés dans les théoremes 1 et 2 restent valabldspdurdans ce cas
la, on démontre alors quee Hj(Q) eta(u) Vuxu>s,} € L*(Q).
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