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ANÁLISIS DE ESTRUCTURAS NAVALES POR EL MÉTODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS 
CON SOFTWARE 

El método de elementos finitos constituye en la actualidad una herramienta habitual 
para desarrollar diferentes tipos de problemas en computador, con lo cual se ha 
logrado estudiar eficientemente el comportamiento de una embarcación, tanto estática 
como dinámicamente, y con esto tener la capacidad de predecir concentración de 
tensiones, deformaciones, frecuencias naturales y modos de vibración de partes 
específicas de la estructura. 

Con la alta competitividad de los astilleros del mundo, la reducción de tiempo y costo 
en el diseño naval es fundamental para desarrollar proyectos de cualquier envergadura 
y con este método se logra una agilización continua en el proceso de ingeniería básica 
de un proyecto. Sin embargo las aplicaciones a estructuras navales particulares no son 
comunes en los astilleros.  

1. EL MÉTODO DE ELEMENTOS FINITOS  

El método de elementos finitos es un método numérico cuya aplicación sirve para 
calcular comportamientos de estructuras de ingeniería. Puede emplearse para obtener 
desviaciones, esfuerzos, vibraciones, comportamientos de flujo, entre otros 
fenómenos; en los cuales la geometría de la estructura o la complejidad de las cargas 
aplicadas, hacen imposible obtener una solución analítica del problema. En este 
método, una estructura compleja se divide en muchos y pequeños bloques simples, 
llamados elementos finitos, de los cuales puede describirse su conducta (de un 
elemento individual) con un set relativamente simple de ecuaciones, así como también 
un set de elementos puede unirse para construir una estructura compleja, de esta 
forma se describe la conducta de los elementos individuales en un set relativamente 
grande de ecuaciones, que representan la conducta de la estructura completa. He aquí 
en donde queda de manifiesto la importancia de los computadores, ya que estos son 
capaces de resolver un número considerable de ecuaciones simultáneas y entregar una 
solución de los elementos por separado.  

1.1 Fundamentos Teóricos  

Los conceptos teóricos básicos de las herramientas de cálculo mediante el MEF, 
representan problemas físicos que pueden ser expresados mediante alguna de las 
siguientes ecuaciones: 
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En general el MEF puede resumirse dentro de los siguientes pasos:  

1º.- A partir de la realidad física de la estructura, sus apoyos y tipos de carga que 
actúen sobre ella, es necesario primeramente seleccionar un modelo matemático 
apropiado para describir el comportamiento de la estructura. También hay que definir 
con detalle las propiedades mecánicas de los materiales y el carácter de la deformación 
de la misma (pequeños o grandes desplazamientos, análisis estático o dinámico, etc.) 
Asimismo, para el planteamiento de las ecuaciones de equilibrio, se hará uso de las 
diferentes teorías establecidas.  

2º.- Una vez seleccionado el modelo matemático se procede a discretizar la estructura 
en porciones no intersectantes entre sí denominadas “elementos finitos”, dentro de los 
cuales se interpolan las variables principales en función de sus valores en una serie de 
puntos discretos del elemento denominados “nodos”. Los elementos se conectan entre 
sí por nodos situados en sus contornos. Esta etapa de discretización constituye una 
parte esencial de la fase de preproceso que incluye la representación gráfica de la 
malla de elementos finitos.  

3º.- A partir de las teorías para el planteamiento de las ecuaciones de equilibrio se 
obtendrán las matrices de rigidez K(e) y el vector de cargas f(e) para cada elemento. 

4º.- Se procede a ensamblar las matrices de rigidez y el vector de carga elemental en 
la matriz de rigidez global de toda la malla de elementos finitos K y el vector de cargas 
sobre los nodos f, respectivamente.  

5º.- El sistema de ecuaciones resultante Kq = f se resuelve para calcular las variables 
incógnitas (desplazamientos de todos los nodos de la malla) q, utilizando uno, 
cualquiera, de los métodos conocidos para la solución de ecuaciones algebraicas 
simultáneas lineales.  
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6º.- Una vez calculados los movimientos nodales se pueden calcular las deformaciones 
y, seguidamente, las tensiones en cada elemento, así como las reacciones en los nodos 
con movimientos prescritos.  

7º.- Obtenidos los resultados, la etapa siguiente es la interpretación y presentación de 
los mismos.  

1.1 Etapas de Aplicación  

La estructura básica de los programas de aplicación del elemento finito al cálculo 
directo de estructuras, consta de tres módulos principales:  

Pre-proceso: etapa en la cual se define el problema a resolver mediante las 
siguientes etapas:  

Selección del Tipo de elemento finito, dentro de las librerías de los software se 
encuentra una gran variedad de tipos de elementos uni-, bi- y tridimensionales, con los 
cuales simulamos barras, vigas, cáscaras, placas, y elementos sólidos, etc. (Fig. 1).  

  

  
Fig.1. Tipos de elementos. 

  

Selección de las características geométricas y mecánicas del material, en esta etapa 
son asignados alturas, momentos de inercia, espesores, áreas transversales, módulos 
de elasticidad, coeficiente de poisson, etc, para cada tipo de elemento que del modelo.  
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Creación de la geometría del modelo, debe representar lo más fielmente al modelo 
físico en estudio, obligando a la herramienta informática en uso a presentar facilidad 
de generación de geometrías complejas tales como partes curvas del casco, en general 
todo parte de la base de generar una serie de puntos (nodos) que componen el 
modelo, definido en un sistema de coordenadas ya establecido, para posteriormente 
generar superficies y luego sólidos, dependiendo del modelo, ya que en algunos casos 
basta solo con superficies. 

Solución: Durante la fase de solución se asigna el tipo de análisis aplicado a la 
estructura, las condiciones de contorno del modelo, las cargas aplicadas, y por último 
se procede a resolver los sistemas de ecuaciones resultantes de la etapa anterior. 
Dentro de los tipos de análisis podemos destacar:  

Análisis estático, determina desplazamientos, tensiones, deformaciones, etc. en la 
estructura analizada.  

Análisis modal, incluye la determinación de frecuencias naturales y modos de 
vibración.  

Análisis armónicos, usado para determinar la respuesta de una estructura sometida a 
cargas que varían armónicamente en el tiempo.  

Análisis de pandeo, usado para calcular cargas críticas y deformaciones debidas a 
pandeo.  

En el caso de las condiciones de contorno, éstas son restricciones de desplazamientos 
y rotaciones que se aplican a la matriz de rigidez completa resultante, la cual relaciona 
las cargas aplicadas al sólido elástico con los desplazamientos.  

Post-proceso: La etapa de post-proceso e interpretación de los resultados numéricos 
obtenidos en la etapa de solución es de gran importancia, ya que no necesariamente 
los resultados obtenidos son correctos. Dentro de la función del ingeniero, la acertada 
interpretación de la enorme cantidad de información que entregan las herramientas 
informáticas será preponderante a la hora de diferenciar un buen diseño de otro 
realizado deficientemente.  

La aplicación correcta del MEF requiere de:  

- Desarrollar una estrategia global para la creación del modelo,  

- Tener un conocimiento a priori de la estructura a analizar,  

- Comparar el comportamiento de la estructura idealizada con el comportamiento 
esperado de la estructura real. 

 



 
FÉ DE ERRATAS 

 
Por error las dimensiones de la viga se dieron en centímetros cuando 
obviamente habrían de haber sido dadas en milímetros, por lo que los 
resultados no son los correctos. Aún así, deseo pueda servir como referencia a 
los interesados en la materia. 
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1. JUSTIFICACIÓN 
D e s d e  e l  p u n t o  d e  v i s t a  c o n s t r u c t i v o ,  l o s  b u q u e s  f e r r y  c u e n t a n  c o n  

u n a s  p a r t i c u l a r i d a d e s  q u e  l o s  h a c e n  ú n i c o s ;  l a  m á s  s i g n i f i c a t i v a  e s  l a  

b o d e g a  d e  c a r g a  d e  v e h í c u l o s  q u e ,  p o r  r a z o n e s  p r á c t i c a s ,  d e b e  s e r  u n  

e s p a c i o  l o  s u f i c i e n t e m e n t e  d i á f a n o  c o m o  p a r a  p e r m i t i r  a  t o d o  t i p o  d e  

v e h í c u l o s ,  g r a n d e s  o  p e q u e ñ o s ,  m a n i o b r a r  e n  s u  i n t e r i o r .  S e  

c a r a c t e r i z a  p o r  l a  a u s e n c i a  t o t a l  d e  m a m p a r o s  t r a n s v e r s a l e s  e n  l o s  

e n t r e p u e n t e s  o  c u b i e r t a s  s u p e r i o r e s .  L a  f u n c i ó n  d e  s o p o r t a r  l o s  

e s f u e r z o s  s o b r e  c o s t a d o s  y  d o b l e  f o n d o  e s  a s u m i d a  p o r  a n c h o s  y  

e s p a c i a d o s  p u n t a l e s  a c o p l a d o s  c o n  c u a d e r n a s  t r a n s v e r s a l e s  c o n  v a g r a s  

a  p r o a  y  p o p a .  A d e m á s ,  s e  t i e n e  e n  c u e n t a  l o  s i g u i e n t e :  L a s  á r e a s  d e  

a c o m o d a c i ó n  i n c l u y e n  g r a n d e s  e s p a c i o s  a b i e r t o s  c o n  g r a n d e s  t r a mo s  

d e  v i g a s  y  p r o v i s i ó n  d e  m a m p a r o s  l i m i t a d o .  E s t o  e s  t í p i c o  d e  m u c h o s  

f e r r i e s  a c t u a l e s ,  y  u n  p r o b l e m a  d e s d e  e l  p u n t o  d e  v i s t a  d e l  c o n t r o l  d e  

l a  v i b r a c i ó n .  D e  i g u a l  m o d o ,  d a d o  q u e  s e  p r e v é  q u e  e s t o s  r e f u e r z o s  

e s t é n  s o m e t i d o s  a  c a r g a s  l o c a l i z a d a s ,  p o r  e l  t r á n s i t o  d e  c a r g a s  y  

v e h í c u l o s ,  s e  d e b e  p o n e r  é n f a s i s  e n  e l  p r o y e c t o  d e  e s t o s  e l e m e n t o s  

e s t r u c t u r a l e s ,  q u e  d e n o m i n a r e m o s  d e  a h o r a  e n  a d e l a n t e  e l e m e n t o s  t i p o  

v i g a .  

 

L o s  d a t o s  d e l  b u q u e  f e r r y  o b j e t o  d e  e s t u d i o  d e  e s t a  m e mo r i a  s o n :  

 

1 8 8 . 3  me t r o s  d e  e s l o r a  t o t a l .  

1 7 0  m e t r o s  d e  e s l o r a  e n t r e  p e r p e n d i c u l a r e s .  

2 8 . 7  m e t r o s  d e  m a n g a .  

6  m e t r o s  d e  c a l a d o .  

9 . 0  m e t r o s  d e  a l t u r a  a  l a  c u b i e r t a  p r i n c i p a l .  

7 0 0 0  t o n e l a d a s  d e  p e s o  mu e r t o .  

2 2  n u d o s  d e  v e l o c i d a d  e n  s e r v i c i o .  
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P o r  o t r a  p a r t e ,  d e s d e  l a  p e r s p e c t i v a  d e  l a  t r i p u l a c i ó n  y  e l  c o n f o r t  

d e  l o s  p a s a j e r o s ,  e l  r u i d o  y  l a s  v i b r a c i o n e s  h a n  e s t a d o  e n  e l  p r i m e r  

p u e s t o  d e  l a  l i s t a  d e s d e  h a c e  m u c h o s  a ñ o s .  L a s  d e m a n d a s  s o b r e  

c o n f o r t  d e  A r m a d o r e s  y  S o c i e d a d e s  d e  C l a s i f i c a c i ó n  s o n  c a d a  v e z  m á s  

e x i g e n t e s ,  y  e n  l o s  ú l t i m o s  a ñ o s  h a  a u m e n t a d o  e l  i n t e r é s  p o r  o b t e n e r  

l o s  n i v e l e s  d e  r u i d o s  y  v i b r a c i ó n  a p r o p i a d o s  e n  b u q u e s  t i p o  f e r r y .  E n  

l a  a c t u a l i d a d ,  e l  l í m i t e  i n f e r i o r  r e q u e r i d o  p o r  l a  n o r m a t i v a  I S O - 6 9 5 4  

e s  d e  4 m m / s  ( 0 - p )  y  e l  “ C o n f o r t  C l a s s ”  r e q u e r i d o  e n  a l g u n o s  c r u c e r o s  

e s  d e  3 m m / s  ( 0 - p ) .  

 

L o s  e f e c t o s  d e  l a s  v i b r a c i o n e s  e n  b u q u e s  p u e d e n  s e r  m u y  v a r i a d o s ,  

o r i g i n a n d o  n o  s o l o  i n c o m o d i d a d  e n  l a s  p e r s o n a s ,  s i n o  t a m b i é n  d a ñ o s  

e n  l a  e s t r u c t u r a ,  m a q u i n a r i a  y  e q u i p o s  d e l  b u q u e .  S i  l a s  v i b r a c i o n e s  

p r o d u c e n  g r i e t a s  e n  l a s  s o l d a d u r a s  d e  l a  e s t r u c t u r a ,  é s t a s  p u e d e n  d a r  

l u g a r  a  l a  r o t u r a  d e  u n  m i e m b r o  e s t r u c t u r a l .  A s i m i s m o ,  e l  

f u n c i o n a m i e n t o  d e  c i e r t a s  m á q u i n a s  p u e d e  d a r  l u g a r  a  a v e r í a s  e n  o t r a s  

m á q u i n a s  c u a n d o  s e  d e s a r r o l l a n  v i b r a c i o n e s  c o n  n i v e l e s  e x c e s i v o s .  

E s t a s  a v e r í a s  p u e d e n  p r o d u c i r s e  e n  p i e z a s  o  e n  i n s t r u m e n t o s  d e  

v i g i l a n c i a  y  c o n t r o l  q u e  p u e d e n  q u e d a r  f u e r a  d e  s e r v i c i o  s i  s e  

s o b r e p a s a n  c i e r t o s  n i v e l e s  v i b r a t o r i o s ,  c o n  e l  c o n s i g u i e n t e  d a ñ o  p a r a  

l a  i n s t a l a c i ó n .  

 

E l  e s t u d i o  d e  l a s  v i b r a c i o n e s ,  p o r  t a n t o ,  s u p o n e  u n a  g r a n  c a r g a  d e  

t r a b a j o  p a r a  l o s  A s t i l l e r o s ,  E m p r e s a s  d e  I n g e n i e r í a ,  y  S o c i e d a d e s  d e  

C l a s i f i c a c i ó n  a c t u a l m e n t e  y  s u  i n v e s t i g a c i ó n  h a  s i d o  p r i n c i p a l m e n t e  

e n c a u z a d a  a l  d e s a r r o l l o  d e  n u e v o s  m é t o d o s  y  h e r r a m i e n t a s  d e  

p r e d i c c i ó n .  

 

L o s  m é t o d o s  n u m é r i c o s  s o n  t é c n i c a s  m e d i a n t e  l a s  c u a l e s  e s  p o s i b l e  

r e s o l v e r ,  a p r o x i m a d a m e n t e ,  c o m p l e j o s  p r o b l e m a s  m a t e m á t i c o s  d e  

i n t e g r a c i ó n ,  d i f e r e n c i a c i ó n ,  r e s o l v e r  s i s t e m a s  d e  e c u a c i o n e s  y  

e n c o n t r a r  r a í c e s  d e  e c u a c i o n e s ,  p o r  m e d i o  d e l  s i m p l e  u s o  d e  
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o p e r a c i o n e s  a r i t m é t i c a s .  Y a  q u e  c a s i  t o d o s  l o s  p r o c e s o s  f í s i c o s  s e  

p u e d e n  r e p r e s e n t a r  m a t e m á t i c a m e n t e  m e d i a n t e  e c u a c i o n e s  o  a l g ú n  

c o n j u n t o  d e  e c u a c i o n e s ,  e s  p o r  l o  t a n t o  p o s i b l e  r e s o l v e r  p r o b l e m a s  

c o mp l i c a d o s  c o n  t é c n i c a s  n u m é r i c a s .   

 

D e n t r o  d e  l o s  m é t o d o s  n u mé r i c o s  e x i s t e  u n a  g r a n  v a r i e d a d  d e  e s t o s ,  

d e p e n d i e n d o  d e  l a  a p l i c a c i ó n  q u e  t i e n e  e l  m é t o d o  y  d e l  c o n c e p t o  d e l  

q u e  s e  p a r t e  p a r a  h a c e r  l a  s i m p l i f i c a c i ó n ,  e s  d e c i r ,  c a m b i a r  e l  

p r o b l e m a  c o m p l e j o  p o r  u n a  s e r i e  d e  o p e r a c i o n e s  a r i t m é t i c a s .  

 

E l  m é t o d o  d e  e l e m e n t o  f i n i t o  e s  u n  m é t o d o  n u m é r i c o ,  q u e  s u r g i ó  

c o mo  t a l  e n  l a  d é c a d a  d e  l o s  6 0 ,  d e s d e  e n t o n c e s  a  l a  f e c h a  h a  p a s a d o  

d e  s e r  u n a  h e r r a m i e n t a  n o v e d o s a  a  n e c e s a r i a  t a n t o  a  n i v e l  a c a d é m i c o  

c o mo  i n d u s t r i a l .  S e  l e  h a  a p l i c a d o  e n  c a s i  t o d o s  l o s  c a m p o s  d e l  s a b e r  

c o n  é x i t o ,  a l c a n z a n d o  s u s  m a y o r e s  a p l i c a c i o n e s  e n  e l  c a m p o  d e  l a  

i n g e n i e r í a .  E l  é x i t o  d e l  m é t o d o  t a m b i é n  s e  d e b e  a l  s u r g i m i e n t o  d e  

c o mp u t a d o r a s  m á s  r á p i d a s  y  c o n  m a y o r  c a p a c i d a d  d e  a l m a c e n a m i e n t o  

y  ma n e j o  d e  d a t o s ,  a u n a d o  a l  d e s a r r o l l o  d e  p r o g r a m a s  e s p e c i a l i z a d o s .  

 

E l  m a y o r  r i e s g o  d e  v i b r a c i ó n  e n  u n  b u q u e  s e  p r o d u c e  c u a n d o  u n a  d e  

l a s  f r e c u e n c i a s  p r o p i a s  d e  l a  e s t r u c t u r a  c o i n c i d e  c o n  u n a  d e  l a s  d e  l a s  

f u e n t e s  e x c i t a d o r a s ,  l o  q u e  p u e d e  p r o v o c a r  u n a  a m p l i f i c a c i ó n  

e x c e s i v a  d e  e s t o s  n i v e l e s .  P o r  t a n t o ,  u n a  p r i m e r a  f a s e  d e l  e s t u d i o  d e  

l a s  v i b r a c i o n e s  d e  u n  b u q u e  p o r  p a r t e  d e l  a s t i l l e r o ,  e s  c o n o c e r  l o s  

m o d o s  y  f r e c u e n c i a s  n a t u r a l e s  d e  l a  e s t r u c t u r a .   

 

L a  a p l i c a c i ó n  q u e  e n  e s t e  t r a b a j o  s e  e x p o n e  e s  l a  d e  e n c o n t r a r  l o s  

m o d o s  y  f r e c u e n c i a s  n a t u r a l e s  d e  u n  l o n g i t u d i n a l  d e  u n a  c u b i e r t a  

p e r t e n e c i e n t e  a  l a  h a b i l i t a c i ó n  s o me t i d a  a  v i b r a c i ó n  t r a n s v e r s a l  p o r  e l  

m é t o d o  d e  l o s  e l e m e n t o s  f i n i t o s .  U n  mo d o  d e  v i b r a c i ó n  e s  u n  p a t r ó n  o  

f o r m a  c a r a c t e r í s t i c a  e n  e l  q u e  v i b r a r á  u n  s i s t e m a  m e c á n i c o .  L a  

v i b r a c i ó n  d e  u n a  v i g a  e s  s i e m p r e  u n a  c o m b i n a c i ó n  o  u n a  m e z c l a  d e  
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t o d o s  l o s  m o d o s  d e  v i b r a c i ó n .  P e r o  n o  t o d o s  e s t á n  e x c i t a d o s  a l  m i s m o  

g r a d o .  P o r  e j e m p l o ,  s i  s e  t o c a  u n a  c a m p a n a  s u a v e m e n t e ,  l o  p r i m e r o  

q u e  s e  v a  a  o í r  e s  e l  mo d o  f u n d a me n t a l  d e  v i b r a c i ó n ,  p e r o  s i  s e  l a  

t o c a  m á s  f u e r t e ,  o t r o s  mo d o s  s o n  e x c i t a d o s  y  s e  o y e n  l o s  p a r c i a l e s  

s u p e r i o r e s  d e l  t o n o .  

 

C u a n d o  s o b r e  u n  s i s t e m a ,  u n a  v i g a  e n  n u e s t r o  c a s o ,  n o  e x i s t e n  

c a r g a s  a p l i c a d a s  y  e l  a m o r t i g u a m i e n t o  s e  s u p o n e  d e s p r e c i a b l e ,  l a  

e c u a c i ó n  d e  e q u i l i b r i o  d i n á m i c o  s e  r e d u c e  a  l a  e c u a c i ó n  d e  l a  

v i b r a c i ó n  n a t u r a l  d e l  s i s t e m a ,  e n  e l  c u a l  l a s  f u e r z a s  d e  i n t e r n a s  d e  l a  

e s t r u c t u r a  ( e l á s t i c a s  o  n o )  e q u i l i b r a n  e n  c a d a  i n s t a n t e  a  l a s  f u e r z a s  d e  

i n e r c i a .   

}0{)}t(]{K[)}t(]{M[ =+ δδ  

 

E s t a  e s  l a  e c u a c i ó n  d e  l a  q u e  s e  o b t i e n e n  l a s  f r e c u e n c i a s  y  m o d o s  

n a t u r a l e s .  P e r o  p a r a  i l u s t r a r  e l  M . E . F ,  e s  m á s  s e n c i l l o  e n  p r i m e r  l u g a r  

c o n s i d e r a r  e l  e s t u d i o  d e  l a  e c u a c i ó n  d e  e q u i l i b r i o  e s t á t i c o ,  q u e  s e  

e s t u d i a r á  d e t a l l a d a m e n t e  d u r a n t e  e l  p r o y e c t o .  

 

 C o m o  p r i m e r a  a p r o x i m a c i ó n  l a  v i g a  p u e d e  c o n s i d e r a r s e  

s i m p l e m e n t e  a p o y a d a  e n  s u s  e x t r e mo s ,  y  s u s  d i m e n s i o n e s 1 l a s  o b t u v e  

d e  u n o  d e  l o s   p e r f i l e s  n o r m a l i z a d o s  d e l  c a t á l o g o  d e  A u t o C A D  2 0 0 6 ,  

p r o g r a ma  q u e  u t i l i c é  d u r a n t e  2  m e s e s  c o m o  b e c a r i o  e n  u n a  e m p r e s a  d e  

d e l i n e a c i ó n  e n  c o o p e r a c i ó n  c o n  e m p r e s a s  c o m o  D r a g a d o s  o f f s h o r e  y  

N a v a n t i a ,  y  e n  l a  q u e  t u v e  q u e  t r a b a j a r  c o n  d i v e r s o s  p l a n o s  d e  

s e c c i o n e s  d e  b u q u e s .  S u s  c a r a c t e r í s t i c a s  s o n :  

 

                                                 
1 El cálculo para cualquier longitud, sección, densidad,  etc. supondría simplemente el cambio de la constante 
correspondiente.  Por tanto,  las modificaciones en el modelo se harían de forma directa e inmediata. 
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-  V i g a  d e  a c e r o  d e  l o n g i t u d  L =  4  m e t r o s  a p o y a d a  s o b r e  

t r a n s v e r s a l e s .  ( E = M ó d u l o  d e  Y o u n g = 2 . 1 * 1 0 1 0 K g / m 2 ,  ρ= D e n s i d a d  d e l  

a c e r o = 7 , 8 5  T o n / m 3 ) .  

 
-  C o r r e s p o n d e  a  u n  p e r f i l  n o r m a l i z a d o  p a r a  c o n s t r u c c i ó n  n a v a l  

H E - 6 0 0  d e  s e c c i ó n  t r a n s v e r s a l  d o b l e  T .  S u s  d i m e n s i o n e s  s o n :  

 

 
 

h = 6 0 0 c m  

b = 3 0 0 c m  

e = 3 5 c m  

d = 2 5 c m  

 

E l  p r o g r a m a  u t i l i z a d o  p a r a  r e s o l v e r  l a s  e c u a c i o n e s  e s  M h a t e m á t i c a ,  

c r e a d o  p o r  l a  e m p r e s a  S t e p h e n  W o l f r a m  y  e s  u n a  h e r r a m i e n t a  d e  c á l c u l o  

n u mé r i c o  y  s i mb ó l i c o ,  v i s u a l i z a c i ó n  y  m a n i p u l a c i ó n  d e  d a t o s ,  g r á f i c o s  y  

o b j e t o s .  M a t h e m a t i c a  t i e n e  m á s  d e  d o s  m i l l o n e s  d e  u s u a r i o s  y  p e r m i t e  

g e n e r a r  g r á f i c o s  c o m p l e j o s  d e  c á l c u l o s  m a t e m á t i c o s .  E l  p r o g r a m a  h a  s i d o  
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u s a d o  p a r a  t a r e a s  t a n  d i v e r s a s  c o m o  d i s e ñ a r  e l  v e l ó d r o m o  p a r a  l a s  

O l i m p í a d a s  d e  A t l a n t a  9 6 ,  c a l c u l a r  l a  v e l o c i d a d  d e  f l u j o  d e  d i f e r e n t e s  

s h a m p o o s  s e g ú n  l o s  i n g r e d i e n t e s  d e  s u  f ó r m u l a  y  d e t e r m i n a r  c ó m o  

e v o l u c i o n a n  l o s  t s u n a m i s  a l  a c e r c a r s e  a  l a  c o s t a .  S e g ú n  l a  e m p r e s a  d e  

W o l f r a m ,  e l  p r o g r a m a  s e  u t i l i z a  e n  9 0  p a í s e s .  E s  u s a d o  t a n t o  p o r  

I n g e n i e r o s ,  c i e n t í f i c o s ,  a n a l i s t a s  f i n a n c i e r o s ,  i n v e s t i g a d o r e s ,  p r o f e s o r e s  y  

e s t u d i a n t e s  d e  e n s e ñ a n z a  s u p e r i o r .  

 

P a r a  f i n a l i z a r ,  e s t a  m e m o r i a  e s t á  r e d a c t a d a  s i g u i e n d o  l a  e s t r u c t u r a  

d e  p r o y e c t o  t i p o  B ,  p r o p i a  d e  l o s  t r a b a j o s  c i e n t í f i c o s :  

 

1 .  J u s t i f i c a c i ó n   

2 .  A n t e c e d e n t e s   

3 .  O b j e t i v o s  

4 .  M a t e r i a l  y  m é t o d o s  

5 .  R e s u l t a d o s .  

6 .  D i s c u s i ó n .  

7 .  C o n c l u s i o n e s .  

8 .  A n e x o s .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



E.U.INGENIERÍA TÉCNICA NAVAL 
APLICACIÓN DEL MÉTODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS AL ESTUDIO DE 
VIBRACIONES EN VIGAS DE CONSTRUCCIÓN NAVAL 
AUTOR: PABLO CÉSPEDES CALDERÓN 

 
 

 11

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

B i b l i o g r a f í a :  

 

1 .  J e s ú s  M o n c l ú s .  “ C o n  e l  c o c h e  a  f l o t e ” .  R e v i s t a  A u t o m o v i l í s t c a  

“ A u t o c l u b ” .   

2 .  A n t o n i o  B a r r i o s  G .  “ A p u n t e s  d e  C á l c u l o  d e  E s t r u c t u r a s  M a r i n a s ” .  

E . U  d e  I n g e n i e r í a  t é c n i c a  n a v a l ,  D e p a r t a m e n t o  d e  c o n s t r u c c i o n e s  

n a v a l e s ,  C á d i z ,  1 9 8 3 .  

3 .  N o i s e  a n d  v i b r a t i o n .  F a s t e r  f e r r i e s  a n d  e n v i r o n m e n t a l  n o i s e  

r e s t r i c t i o n s  c a u s e  a d d i t i o n a l  p r o b l e m s  f o r  t h e  n o i s e  a n d  v i b r a t i o n  

e x p e r t s ;  A c t i v e  v e r s u s  P a s s i v e  n o i s e  c o n t r o l .  M a r i n e  e n g i n e e r s  

r e v i e w ,  2 0 0 0 ,  - p p .  2 1 - 2 5 .   

4 .  U l r i k  M o l l e r  R a s m u s s e n ,  a n d e r s  R i i s  S o r e n s e n ,  V i b r a t i o n  

A s s e s s m e n t  a n d  L o c a l  V i b r a t i o n  A n a l y s i s  R o - R o  P a s s e n g e r  V e s s e l s ,  

O d e g a a r d  &  D a n n e s k i o l d - S a m s o e  A / S ,  A s t i l l e r o  E s p a ñ o l e s ,  S . A ,  

P u e r t o  R e a l ,  1 9 9 7 .  
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2. ANTECEDENTES 
 

 

  Or ígenes  Ingenier ía  naval  

 

  Época  Empír ica  

 

  Vibrac iones   

 

  Buques  fer ry  

 
 

 

L a  c o n s t r u c c i ó n  n a v a l  n o  t i e n e  u n  o r i g e n  c o n o c i d o .  P u e d e  s u p o n e r s e  q u e  

l o s  p u e b l o s  a s e n t a d o s  e n  l a s  c o s t a s ,  y  p r o b a b l e m e n t e  a n t e s  l o s  i n s u l a r e s ,  

s e  s i r v i e r o n  d e l  m a r  y  n a v e g a r o n  p o r  é l  d e s d e  s u s  p r i m e r o s  t i e mp o s .  

 

L a  n a v e g a c i ó n  c o s t e r a  e s  c o n s u b s t a n c i a l  d e l  m o d o  d e  v i d a  d e  l o s  

p u e b l o s  r i b e r e ñ o s .  E n  a l g ú n  mo m e n t o  l o s  p e s c a d o r e s  y  n a v e g a n t e s  

d e b i e r o n  s e n t i r  l a  c u r i o s i d a d  d e  l l e g a r  m á s  a l l á  d e l  h o r i z o n t e ,  o  b i e n  l e s  

l l e g a r o n  n o t i c i a s  d e  m á s  a l l á ,  o  f u e r o n  a r r a s t r a d o s  p o r  v i e n t o s  y  

c o r r i e n t e s .  E n  e s e  m o m e n t o  s e  d e b i ó  m o d i f i c a r  e l  t i p o  d e  e mb a r c a c i ó n  

c o s t e r a ,  p a r a  n a v e g a r  e n  a l t a  m a r :  a l  m e n o s  s e  r e q u e r í a n  m á s  f o r t a l e z a ,  

m a y o r  h a b i t a b i l i d a d  y  m á s  s e g u r i d a d ,  c o n  b o r d a s  m á s  a l t a s  y  d e f e n s a s  d e  

i n t e m p e r i e ;  y  s e g u r a m e n t e  c o n  m e j o r  p r o p u l s i ó n .  L o s  c o n s t r u c t o r e s  d e  

a q u e l l a s  e m b a r c a c i o n e s  l a s  u s a b a n  p a r a  s u  p r o p i o  n e g o c i o  y  b e n e f i c i o ,  y  

n o  c a b e  d u d a  d e  q u e  e n  e l l a s  p o n í a n  t o d a  s u  t é c n i c a  y  s u  e s m e r o ,  y a  q u e  s u  

v i d a  d e p e n d í a  d e  e l l a s  a  m e n u d o .  
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L a s  p r i m e r a s  e v i d e n c i a s  a r q u e o l ó g i c a s  d e l  u s o  d e  b a r c o s  s e  r e m o n t a n  a  

5 0  o  6 0 . 0 0 0  a ñ o s  a t r á s  e n  N u e v a  G u i n e a .  

 

E n  e l  A n t i g u o  E g i p t o  h a y  e v i d e n c i a s  d e  q u e  y a  s e  c o n o c í a n  l a s  t é c n i c a s  

p a r a  e n s a m b l a r  m a d e r a s  p l a n a s  p a r a  f o r m a r  u n  c a s c o ,  e n s a m b l á n d o l a s  c o n  

e s p i g a s  d e  m a d e r a  y  B r e a  p a r a  c a l a f a t e a r .  E l  d e s a r r o l l o  d e  l a  n a v e g a c i ó n  

e n  t i e m p o s  g r e c o - r o m a n o s  l l e v ó  a  l a  c o n s t r u c c i ó n  d e  a m p l i o s   t r i r r e m e s  y  

q u i n q u i r r e m e s .  

 

E n  l a  e d a d  m e d i a ,  l a  n a v e g a c i ó n  s u f r i ó  u n  r e t r o c e s o  q u e  n o  s e  r e c u p e r ó  

h a s t a  e l  s i g l o  X V  c u a n d o  n u e v o s  b a r c o s  ( U r n a )  y  l a  r e a c t i v a c i ó n  d e  l a s  

r u t a s  c o m e r c i a l e s  m a r í t i m a s  i m p u l s ó  d e  n u e v o  e l  v i a j e  p o r  m a r .  

 

E n  l a  é p o c a  d e  l o s  d e s c u b r i m i e n t o s ,  e s t o s  n u e v o s  m o d e l o s ,  c r e a d o s  p a r a  

s u r c a r  e l  b á l t i c o  y  e l  m e d i t e r r á n e o  f u e r o n  s u s t i t u i d o s  p o r  g a l e o n e s  y  

c a r a b e l a s ,  i d e a d a s  p a r a  l a s  t r a v e s í a s  o c e á n i c a s ,  p a s a n d o  l a  a c t i v i d a d  

m a r í t i m a  y  l o s  a s t i l l e r o s  a  l a  c o s t a  a t l á n t i c a  ( L o n d r e s ) .  H a s t a  e l  s i g l o  

X V I I  n o  e m p e z a r o n  l a s  p r i m e r a s  c o n s t r u c c i o n e s  e n  m e t a l ,  m i e n t r a s  q u e  l o s  

m a t e r i a l e s  p l á s t i c o s  y  l o s  c o m p u e s t o s  d e  f i b r a  d e  v i d r i o  o  f i b r a  d e  c a r b ó n  

c o n  r e s i n a s  e p o x i  e m p e z a r o n  e n  e l  s i g l o  X X .  

 

L a  h i s t o r i a  d e  l a  I n g e n i e r í a  N a v a l  n a c e  c o n  l a  n e c e s i d a d  d e  d a r l e  u n  

s o p o r t e  t é c n i c o - c i e n t í f i c o  a  l a  c r e c i e n t e  c o m p l e j i d a d  d e  l a s  n a v e s ,  y  

e v o l u c i o n a  a  p a r t i r  d e  l a s  r i g u r o s a s  e x i g e n c i a s  a c t u a l e s  d e  c o n f o r t  y  

s e g u r i d a d  a  b o r d o  d e  l o s  b u q u e s ,  e s p e c i a l m e n t e  e n  e l  e s t u d i o  d e  l a s  

v i b r a c i o n e s .  N o  s e r í a  e x a c t o  d e c i r  q u e  e l  a r t e  c o n  e l  q u e  s e  h a b í a n  

p r o y e c t a d o  y  c o n s t r u i d o  l o s  b a r c o s  d e s d e  h a c í a  c i e n t o s  o  m i l e s  d e  a ñ o s ,  

h a y a  s i d o  s u s t i t u i d o  p o r  u n a  c i e n c i a .  P e r o  d e s d e  h a c e  u n o s  s i g l o s  s e  s i n t i ó  

l a  n e c e s i d a d  d e  u n  a c e r c a m i e n t o  c i e n t í f i c o  a l  b u q u e  y  s u  e n t o r n o ,  y a  q u e  l a  

a r t e s a n í a  p o r  s í  s o l a  e r a  i n c a p a z  d e  e x p l i c a r  y  e v i t a r  l a s  c a t á s t r o f e s  y  

h u n d i m i e n t o s  d e  b u q u e s .   
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P u e d e   d e c i r s e   q u e   e l    a s t r ó n o m o    i t a l i a n o    G a l i l e o    G a l i l e i  ( 1 5 6 4 -

1 6 4 2 ) ,  i n i c i ó  l o  q u e  s u e l e  l l a m a r s e  l a  e d a d  d e  l a   r a z ó n  e n  e l  a n á l i s i s  

e s t r u c t u r a l .  A p a r e n t e m e n t e  f u e  e l  p r i m e r o  e n   e s t u d i a r  l a  r e s i s t e n c i a  d e  l o s  

s ó l i d o s  a  l a  r u p t u r a   y   p u e d e   d e c i r s e   q u e  o r i g i n ó  l a  m e c á n i c a  d e  l o s  

m a t e r i a l e s .  A s í  m i s m o ,  s e  e n c u e n t r a  u n  c o m i e n z o  l ó g i c o  e n  l a  o b r a  d e  

G a l i l e o  ( 1 5 6 4 - 1 6 4 2 ) ,  p a r a  e l  e s t u d i o  d e  l a  d i n á m i c a  y  d e  l a  v i b r a c i ó n .  A  l a  

e d a d  d e  v e i n t e  a ñ o s ,  e n  1 5 8 4 ,  G a l i l e o  c o n c i b i ó  c o r r e c t a m e n t e  e l  p r i n c i p i o  

d e l  p é n d u l o  i s ó c r o n o .  E n  1 6 5 7 ,  e l  m á t e m á t i c o  h o l a n d é s  H u y g e n s  ( 1 6 2 9 -

1 6 9 5 ) ,  a p l i c ó  e s e  p r i n c i p i o  a  u n  r e l o j .  E n  1 5 9 0 ,  G a l i l e o  c o r o n ó  s u s  

r e a l i z a c i o n e s  e n  l a  f í s i c a  e x p e r i m e n t a l  c o n  e l  d e s c u b r i m i e n t o  y  l a  p r u e b a  

d e  l a  l e y  d e  l o s  c u e r p o s  d e s c e n d e n t e s .  S u  t r a b a j o  s o b r e  e l  m o v i m i e n t o  y  l a  

a c e l e r a c i ó n  f u e  l a  b a s e  p a r a  l a s  l e y e s  d e l  m o v i m i e n t o  f o r m u l a d a s  p o r  S i r  

I s a a c  N e w t o n  ( 1 6 4 2 - 1 7 2 7 ) .  

 

U n o  d e  l o s  h o mb r e s  d e  c i e n c i a   m á s   n o t a b l e s   d e   O x f o r d ,   R o b e r t  

H o o k e  ( 1 6 3 5 - 1 7 0 3 ) ,  e s t u d i ó  l a  e l a s t i c i d a d   d e  l o s  m a t e r i a l e s  y  l l e g ó  e n  

1 6 6 0  a  l a  l e y  q u e  h o y   l l e v a   s u  n o mb r e .  C o m o  r e s u l t a d o  d e  s u s  e s t u d i o s ,  

i n v e n t ó  e l  r e s o r t e  e s p i r a l  q u e  s u s t i t u y e r a  a l  p é n d u l o  d e  l o s  m e c a n i s m o s  d e  

r e l o j e r í a ;  n o  o b s t a n t e ,  H o o k e  n o  a p l i c ó  s u  l e y  a  p r o b l e m a s  d e   i n g e n i e r í a .   

E n   1 6 8 0 ,   E d m e   M a r i o t t e   ( 1 6 5 4 - 1 6 8 4 )  d e s a r r o l l ó  i n d e p e n d i e n t e m e n t e  e s a  

m i s m a  l e y ,  y   l a   a p l i c ó   a   l a s  f i b r a s  d e  u n a  v i g a ;  o b s e r v a n d o  q u e  u n a s  

f i b r a s  s e  a l a r g a n  y   o t r a s  s e  a c o r t a n  y  q u e  l o  h a c e n  r e s p e c t o  a  u n   e j e   a   l a   

m i t a d   d e   l a  a l t u r a  d e  l a  s e c c i ó n . . .  e l  e j e  n e u t r o .  

 

E l  p r o b l e m a  d e  G a l i l e o  ( v i g a  e n   v o l a d i z o   c a r g a d a   c o n   s u   p e s o   

p r o p i o   y   c o n   p e s o  a d i c i o n a l )   v u e l v e  a  s e r  e s t u d i a d o  p o r  e l   s u i z o   J a m e s  

B e r n o u l l i  ( 1 6 5 4 - 1 7 0 5 ) ,  q u i e n  s u p o n e  q u e  u n a  s e c c i ó n  p l a n a   d e   u n a  v i g a ,  

p e r m a n e c e  p l a n a  d u r a n t e  l a  f l e x i ó n . . . ,  a u n q u e  n o  l l e g ó  a  u n a  s o l u c i ó n  

s a t i s f a c t o r i a  d e b i d o  a  q u e  n o  d i o  i mp o r t a n c i a   a   l o   q u e  h o y   c o n o c e m o s  

c o mo   e j e   n e u t r o .   E n    1 7 1 7    J o h a n n    B e r n o u l l i  ( 1 6 6 7 - 1 7 4 8 ) ,   h e r m a n o   

d e   J a m e s ,   e n u n c i ó   e l   p r i n c i p i o   d e   l o s  d e s p l a z a m i e n t o s  v i r t u a l e s ,  q u e  

e s  e l  m é t o d o  q u e  a ú n  h o y   e m p l e a m o s  e n   l a   d e t e r m i n a c i ó n   d e   l a s   
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d e f l e x i o n e s  e l á s t i c a s    e n    l a s  e s t r u c t u r a s ;  p o s t e r i o r m e n t e ,  s u  h i j o  D a n i e l  

B e r n o u l l i  ( 1 7 0 0 - 1 7 8 2 ) ,  e s t u d i a  e l  p r o b l e m a  d e  l a  d e t e r m i n a c i ó n  d e  l a   

c u r v a   e l á s t i c a   d e  b a r r a s   f l e x i o n a d a s ,  e   i n t e r e s a   a   s u   a m i g o    L e o n h a r d    

E ü l e r  ( 1 7 0 7 - 1 7 8 3 ) ,  e n  l a  d e t e r m i n a c i ó n  d e  l a s   e l á s t i c a s   e n   v i g a s   y  

c o l u m n a s ,  y  h a c e  a p o r t a c i o n e s   v a l i o s í s i m a s   s o b r e   e l   p a n d e o   d e  

c o l u m n a s  y  q u e  a ú n  h o y  t a mb i é n  s e  s i g u e n  u t i l i z a n d o .  

 

D u r a n t e  e s t e  p e r í o d o  o t r o s  a u t o r e s  r e a l i z a r o n  i n t e r e s a n t e s  

c o n t r i b u c i o n e s  a l  e s t u d i o  d e  l a  f l e x i ó n  e n  v i g a s   y  a  l a  t e o r í a  d e  

e s t r u c t u r a s ,  a s í  c o m o  t a m b i é n  s e  l o g r a r o n  a d e l a n t o s  s o b r e s a l i e n t e s  e n   l a   

t e o r í a   d e   l a   e l a s t i c i d a d .  

 

E l  i n g e n i e r o  B a r r è  d e  S a i n t - V e n a n t  ( 1 7 9 7 - 1 8 8 6 )   f u e   p r o b a b l e m e n t e  e l  

m á s  g r a n d e  i n g e n i e r o  d e  e l a s t i c i d a d ;  e r a n  d e  a d m i r a r s e  s u  a l t o  g r a d o  d e  

h a b i l i d a d  m a t e m á t i c a  y  s u  v i s i ó n  e s e n c i a l m e n t e  p r á c t i c a  q u e  i m p r i m í a  u n a  

d i r e c c i ó n  p r e c i s a  a  s u  t r a b a j o .  E n  1 8 5 5   p r e s e n t ó  s u s  f a m o s a s  m e m o r i a s  

q u e  t r a t a b a n  e l  p r o b l e m a  d e  l a  t o r s i ó n   y   e n  1 8 5 6  l a s  r e l a t i v a s  a  l a  

f l e x i ó n ;  e n  l a s  q u e  p o r  p r i m e r a  v e z  s e  c o n s i d e r a n  c o r r e c t a m e n t e  l o s  

e s f u e r z o s  d e  c o r t e  e n   l a s   s e c c i o n e s  t r a n s v e r s a l e s  d e  v i g a s ,  a l l í  t a m b i é n  s e  

d i s c u t í a n   p r o b l e m a s   d e  i m p a c t o  y  v i b r a c i ó n .  

 

R e s p e c t o  a l  e s t u d i o  d e  l a  v i b r a c i ó n ,  d u r a n t e  d o s c i e n t o s  a ñ o s  t o d o  

i n t e r é s  q u e d ó  c o n f i n a d o  a l  d e l  p e r i o d o  d e l  p é n d u l o ,  d e  l o s  c u e r p o s  

a s t r o n ó m i c o s  y  m a r e a s  y  a  l a s  p e r t u r b a c i o n e s  o b s e r v a d a s  e n  l o s  m i s m o s .  

P e r o  a  f i n e s  d e l  s i g l o  d i e c i n u e v e ,  l a  m a q u i n a r i a  d e  a l t a  v e l o c i d a d  

i n t r o d u j o  m u c h o s  n u e v o s  p r o b l e m a s ,  q u e  i n c l u í a n  l o s  f e n ó me n o s  

a c t u a l m e n t e  a s o c i a d o s  c o n  v i b r a c i ó n  m e c á n i c a .  E l  b a r ó n  J o h n  W i l l i a m  

S t r u t t ,  L o r d  R a y l e i g h  ( 1 8 4 2 - 1 9 1 9 ) ,  o r g a n i z ó  y  d e s a r r o l l ó  l a  t e o r í a  d e  l a  

v i b r a c i ó n  m e c á n i c a ,  y  e n  é s t a  s u  c o n t r i b u c i ó n  s e  f u n d a  e l  c a m p o  m o d e r n o .   

 

C o n  e l  a v a n c e  d e  l a s  M a t e m á t i c a s  y  l a  F í s i c a ,  s e  c o m e n z ó  a  e s t u d i a r  

c i e n t í f i c a m e n t e  e l  b u q u e .  P e r o  l o s  t i e m p o s  e n  l o s  q u e   e l   e n s a y o  y  e r r o r  
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e r a n  e l  m é t o d o  p a r a  c o mp r e n d e r  e l  c o mp o r t a m i e n t o  m e c á n i c o  d e  l o s  

m a t e r i a l e s ,  h a n  q u e d a d o  s ó l o  e n  l o s  a n a l e s  d e  l a  h i s t o r i a ;   p o r q u e  e s t e  

e s f u e r z o  y  d e d i c a c i ó n   q u e   l o s   g r a n d e s   c e r e b r o s  h a n  d e d i c a d o  e n  e s t o s  

c a s i  c u a t r o c i e n t o s  a ñ o s ,  a u n a d o s  a  l a s  mo d e r n a s  t é c n i c a s  d e l  a n á l i s i s  

e x p e r i m e n t a l  d e  e s f u e r z o s  y  a  l o s  m é t o d o s  ma t e m á t i c o s  m o d e r n o s  c o mo  e l  

d e l   e l e m e n t o   f i n i t o ,   n o s   p e r m i t e n  c o n t a r  c o n  u n a  b a s e  t é c n i c o - c i e n t í f i c a  

c a p a z  d e  r e a l i z a r  l o s  p r o d i g i o s  i n g e n i e r i l e s  d e  n u e s t r a  é p o c a .  

 

A c t u a l m e n t e ,  a d e m á s  d e l  p r o g r e s o  d e  l a  t e c n o l o g í a ,  s e  b e n e f i c i a  y  a  é l  

c o n t r i b u y e  d e  f o r m a  ú n i c a ,  l a  c o n s t r u c c i ó n  n a v a l  m i l i t a r  d e l  S i g l o  X X ;  l a  

c o mp e t e n c i a  c o n s t r u c t o r a  i n t e r n a c i o n a l ,  l a  e s t r a t e g i a  d e  l a s  n a c i o n e s ,  l a  

r e n t a b i l i d a d  d e l  c o m e r c i o  m a r í t i mo  y  e l  a p r o v e c h a m i e n t o  d e  l o s  r e c u r s o s  

o c e á n i c o s ,  l a  c r e a c i ó n  d e  n u e v o s  m a t e r i a l e s  y  v e h í c u l o s  n o v e l e s  

c o n f i g u r a n  e l  c a m p o  d e  l a  I n g e n i e r í a  N a v a l  y  O c e á n i c a  e n  e s t o s  t i e m p o s .  

 

E n  l a  a c t u a l i d a d  N a v a n t i a  h a  f i r m a d o  e l  c o n t r a t o  d e  d o s  b u q u e s  R o - R o .  

S o n  l o s  m a y o r e s  b u q u e s  d e  c a r g a  r o d a d a  q u e  s e  c o n s t r u y e n  e n  l a  

a c t u a l i d a d .  L o s  n u e v o s  b u q u e s  R o l l - o n -  R o l l - o f  s e  a d e c u a n  a  l a s  

N o r m a t i v a s  y  p r o t o c o l o s  e n  v i g o r  m á s  e x i g e n t e s ,  e n  r e l a c i ó n  c o n  l a  

s e g u r i d a d  y  l a  P r e s e r v a c i ó n  a m b i e n t a l ,  d i s p o n i e n d o  d e  l a  m a y o r  c a p a c i d a d  

d e  c a r g a  r o d a d a  d e l  m e r c a d o .  E s t o s  n u e v o s  b u q u e s  s e r á n  c o n s t r u i d o s  p o r  

N a v a n t i a  e n  l o s  a s t i l l e r o s  d e  l a  B a h í a  d e  C á d i z  y  s u s  e n t r e g a s  t e n d r á n  

l u g a r  e n  n o v i e m b r e  d e  2 0 0 8  y  a b r i l  d e  2 0 0 9 .  

 

C o r r í a  e l  a ñ o  1 8 5 1  c u a n d o  e l  q u e  e s  h o y  c o n s i d e r a d o  p r i m e r  

t r a s b o r d a d o r  d e  E u r o p a ,  e l  F i r t h  o f  F o r t h ,  c o m e n z ó  a  f u n c i o n a r  e n  E s c o c i a  

p a r a  c r u z a r  u n o  d e  l o s  r í o s  m á s  c a u d a l o s o s  d e l  p a í s ,  y  l l e v a n d o  e n  s u  

i n t e r i o r  n o  a u t o m ó v i l e s ,  s i n o  t r e n e s .  H a b í a  n a c i d o  u n  n u e v o  mo d o  d e  

t r a n s p o r t e  q u e  n o  h a  d e j a d o  d e  c r e c e r  d e s d e  e n t o n c e s .   

 

U n o  d e  l o s  a s p e c t o s  a  d e s t a c a r  d e  e s t o s  n u e v o s  b u q u e s  R o l l - o n -  R o l l - o f  

d e  ú l t i m a  g e n e r a c i ó n  a  c o n s t r u i r ,  e s  s u  a d e c u a c i ó n  a  l a s  n o r ma t i v a s  y  
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p r o t o c o l o s  e n  v i g o r  m á s  e x i g e n t e s ,  e n  r e l a c i ó n  c o n  l a  s e g u r i d a d  y  l a  

p r e s e r v a c i ó n  a mb i e n t a l  ( p i n t u r a s  e c o l ó g i c a s  l i b r e s  d e  e s t a ñ o ,  m o t o r e s  

d i s e ñ a d o s  p a r a  b a j a s  e m i s i o n e s  d e  N O X  y  b a j o  c o n s u m o  e s p e c í f i c o  d e  

c o mb u s t i b l e  y  l u b r i c a n t e ,  e c o n o m i z a d o r e s  g a s e s  e s c a p e ,  a g e n t e s  

r e f r i g e r a n t e s  e c o l ó g i c o s ,  p l a n t a s  p o t a b i l i z a d o r a s ,  d e p u r a d o r a s  d e  a g u a s  

r e s i d u a l e s ,  a l u m b r a d o  d e  b a j o  c o n s u m o ,  b a j a s  e m i s i o n e s  a c ú s t i c a s ,  c i e r r e s  

h i d r á u l i c o s  e c o l ó g i c o s ) .  

 

 

 

 

 

 

 

B i b l i o g r a f í a :   

 

1 .  P r o f .  F r a n c i s c o  F e r n á n d e z  G o n z á l e z .  C a p í t u l o :  " L a  c o n s t r u c c i ó n  y  l a  

a r q u i t e c t u r a  n a v a l " .  L i b r o :  " H i s t o r i a  d e  l a  I n g e n i e r í a  e n  E s p a ñ a " .  

E T S I  n a v a l e s .  U n i v e r s i d a d  p o l i t é c n i c a  d e  M a d r i d .  

2 .  P r o f .  A u r e l i o  G u z m á n  C a n a ñ a s  y  P r o f .  P e d r o  G a l l a r d o  M a t e o .  L i b r o :  

“ T e o r í a  d e l  b u q u e ” .  D e p a r t a m e n t o  d e  c o n s t r u c c i o n e s  n a v a l e s .  E . U  d e  

I n g e n i e r í a  t é c n i c a  n a v a l .  C á d i z .  

3 .  P r o f e s o r  R a f a e l  F .  C a m a c h o  M o r a l e s :  “ A p u n t e s  d e  I n t r o d u c c i ó n  a l  

a n á l i s i s  e x p e r i m e n t a l  d e  e s f u e r z o s  m e d i a n t e  e x t e n s ó m e t r o s  

e l é c t r i c o s ” ,  I n s t i t u t o  t e c n o l ó g i c o  d e  l a  P a z ,  M e x i c o .  

4 .  R e v i s t a  T r i m e s t r a l  d e  A c c i o n a ,  N º 3 3 ,  V e r a n o  2 0 0 6 , - p , 2 2 .  
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3. OBJETIVOS 

S e  e n u m e r a n  a  c o n t i n u a c i ó n  l o s  o b j e t i v o s :  

 I n t r o d u c i r  c o n v e n i e n t e m e n t e  e l  m é t o d o  d e  l o s  e l e m e n t o s  

f i n i t o s  a l  a n á l i s i s  d e  e s t r u c t u r a s .  

 

 A n a l i z a r  l a  m e t o d o l o g í a  d e l  e s t u d i o  d e l  r i e s g o  d e  v i b r a c i ó n  e n  

u n  b u q u e  p o r  me d i o  d e l  M . E . F .  

 

 D e s c r i b i r  l a s  p o s i b l e s  f u e n t e s  d e  e x c i t a c i ó n  y  l a  i m p o r t a n c i a  

d e  e v i t a r  l o s  f e n ó m e n o s  d e  r e s o n a n c i a .  

 

 O b t e n e r  l a s  e c u a c i o n e s  d i f e r e n c i a l e s  d e  g o b i e r n o  q u e  

d e s c r i b e n  e l  c o mp o r t a m i e n t o  e s t á t i c o  o  d i n á m i c o  d e  u n a  e s t r u c t u r a .  

 

 R e a l i z a r  u n  e s t u d i o  g e n e r a l  d e  l a s  v i b r a c i o n e s  d e  u n a  v i g a .  

 

 A p l i c a r  e l  M . E . F  a l  a n á l i s i s  d e  f r e c u e n c i a s  y  mo d o s  d e  

v i b r a c i ó n  n a t u r a l e s  d e  u n a  v i g a .  

 

 E s t u d i a r  e l  g r a d o  d e  a p r o x i m a c i ó n  d e l  m é t o d o  d e  E l  E l e m e n t o  

F i n i t o  r e s p e c t o  a  l a  s o l u c i ó n  r e a l  d e l  p r o b l e m a .   
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4. MATERIAL Y MÉTODOS 

4.1 Predicción de vibraciones en buques 

4.1.1 Introducción 

E n  l a  a c t u a l i d a d  e x i s t e  u n  c r e c i e n t e  i n t e r é s  e n  a v e r i g u a r  l o s  n i v e l e s  d e  

v i b r a c i ó n  e n  B u q u e s  t i p o  f e r r y .  L a s  c a r a c t e r í s t i c a s  c o n s t r u c t i v a s  y  l a s  

e x i g e n c i a s  e n  m a t e r i a  d e  c o n f o r t  a  b o r d o  d e  e s t o s  b u q u e s  l o  e x p l i c a n .   

 

L a  v i g a - b u q u e  p u e d e  e x p e r i m e n t a r  v a r i a c i o n e s  c í c l i c a s  h o r i z o n t a l e s  y  

v e r t i c a l e s ,  y  t o r s i ó n .  D e l  m i s mo  m o d o ,  l a  p a r t e  d e  p o p a  d e  l a  

s u p e r e s t r u c t u r a  p o d r í a  s e r  t a m b i é n  s u s c e p t i b l e  a  v i b r a c i o n e s  

l o n g i t u d i n a l e s .  L a s  p r i n c i p a l e s  f u e n t e s  d e  e s t a s  v a r i a c i o n e s  s e  d e b e n  a  l a s  

e x c i t a c i o n e s  p r o v o c a d a s  p o r  l a  h é l i c e ,  e l  m o t o r ,  y  l o s  e f e c t o s  d e l  m a r .  

 

E n  e f e c t o ,  u n  b u q u e  p u e d e  s e r  c o n s i d e r a d o  c o mo  u n a  e s t r u c t u r a  f l e x i b l e  

s u s c e p t i b l e  d e  s u f r i r  v i b r a c i o n e s .  L a s  p a r t i c u l a r e s  f o r m a s  d e  v i b r a c i ó n  

e x p e r i m e n t a d a s ,  d e p e n d e n  d e l  t i p o  d e  b u q u e ,  d e  l a s  e x c i t a c i o n e s  p r e s e n t e s ,  

l a  f o r m a  d e  c o n s t r u c c i ó n ,  y  l a  r e g i ó n  c o n s i d e r a d a .  D e  i g u a l  m o d o ,  l a s  

a m p l i t u d e s  d e  v i b r a c i ó n  d e l  c a s c o  d e p e n d e n  d e  l a s  v a r i a c i o n e s  d e  l a s  

f u e r z a s  d e  e x c i t a c i ó n  y  d e  m o m e n t o s ,  l a s  r e l a c i o n e s  d i n á m i c a s  e n t r e  l a s  

f r e c u e n c i a s  a r m ó n i c a s  d e  e x c i t a c i ó n  y  l a s  f r e c u e n c i a s  n a t u r a l e s  d e  l a  

e s t r u c t u r a ,  l a  l o c a l i z a c i ó n  d e l  mo t o r  y  l a s  c o n d i c i o n e s  d e  c a r g a .   

 

P u e s t o  q u e  l o s  b u q u e s  t i e n d e n  a  c o n s t r u i r s e  c a d a  v e z  m á s  l i g e r o s ,  y  p o r  

l o  t a n t o  m á s  f l e x i b l e s ,  e l  r i e s g o  d e  v i b r a c i ó n  e n  e l  c a s c o  e s t á  c a d a  v e z  m á s  

p r e s e n t e .  P a r a  m i n i m i z a r  e s t e  g r a n  p r o b l e m a  d e  r i e s g o  d e  v i b r a c i ó n  e s  

n e c e s a r i o  p o r  t a n t o ,  c o n o c e r  y  c o n t r o l a r  l a  i n f l u e n c i a  d e  l a s  f u e n t e s  d e  

e x c i t a c i ó n  e x i s t e n t e s ,  l a s  f r e c u e n c i a s  n a t u r a l e s  d e  l a  e s t r u c t u r a  e  i n t e n t a r  

e v i t a r  p o s i b l e s  f e n ó m e n o s  d e  r e s o n a n c i a .   
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4.1.2 Fuentes de excitación 

P a r a  p o d e r  c o n t r o l a r  e s t o s  p o s i b l e s  f e n ó m e n o s  d e  r e s o n a n c i a ,  e s  

f u n d a m e n t a l  c o n o c e r  e n  p r i m e r  l u g a r  l a s  f u e n t e s  d e  e x c i t a c i ó n  q u e  s e  

p r o d u c e n  e n  l a  e s t r u c t u r a  d e  u n  b u q u e .  E s t a s  s e  p u e d e n  d i v i d i r  e n :  

 

a .  L a  h é l i c e .  

b .  E l  m o t o r  p r i n c i p a l  

c .  L o s  mo t o r e s  a u x i l i a r e s  

d .  L o s  e f e c t o s  d e l  m a r  

 

A .  E x c i t a c i o n e s  d e b i d a s  a  l a  a c c i ó n  d e  l a  h é l i c e  

 

L a s  e x c i t a c i o n e s  h i d r o d i n á m i c a s  d e b i d a s  a  l a  a c c i ó n  d e  l a  h é l i c e  e n  e l  

c a m p o  n o  h o m o g é n e o  d e  l a  e s t e l a  p u e d e n  d i v i d i r s e  e n  t r e s  g r u p o s :  

 

E s f u e r z o s  s o b r e  l a  h é l i c e  

E s f u e r z o s  s o b r e  l a  s u p e r f i c i e  d e l  c a s c o  

E s f u e r z o  s o b r e  e l  t i m ó n  

 

L o s  e s f u e r z o s  s o b r e  l a  h é l i c e  a c t ú a n  s o b r e  e l  e j e  d e  c o l a  y  l a  l í n e a  d e  

e j e s  y  d a  o r i g e n  a :  

 

•  V i b r a c i o n e s  l a t e r a l e s  o  d e  p r e c e s i ó n  ( r e m o l i n o s )  

•  V i b r a c i o n e s  t o r s i o n a l e s  

•  V i b r a c i o n e s  a x i a l e s  

 

L o s  e s f u e r z o s  s o b r e  l a  s u p e r f i c i e  d e l  c a s c o  s o n  d e b i d o  a  l a s  v a r i a c i o n e s  

d e  l a  p r e s i ó n  h i d r o d i n á m i c a  q u e  a c t ú a  s o b r e  l a  p a r t e  s u m e r g i d a  d e  l a  p o p a  

d e l  c a s c o  d e l  b u q u e  y  d e l  c o n j u n t o  d e l  t i m ó n ,  e n  l a s  p r o x i m i d a d e s  d e  l a  

h é l i c e  q u e  v i e n e n  g e n e r a d o s  p o r  e l  p a s o  d e  l a s  p a l a s  s o b r e  a q u é l ,  
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r e c o g i e n d o  l o s  e f e c t o s  d e  l a  c a r g a  s o b r e  l a  p a l a ,  l a  c a v i t a c i ó n 2 y  e l  

c o mp o r t a m i e n t o  d i n á m i c o  d e  l a  c a v i t a c i ó n ,  q u e  p r o d u c e n  f l u c t u a c i o n e s  d e  

p r e s i ó n  e n  l a s  p l a n c h a s  d e l  c a s c o .  

 

L o s  v a l o r e s  d e  e s t a s  p u l s a c i o n e s  h i d r o d i n á m i c a s  c o n d u c e n  a l  

c o n o c i m i e n t o  d e  l a s  f u e r z a s  y  mo m e n t o s  q u e  s e  p r o d u c e n  e n  l a  s u p e r f i c i e  

d e l  c a s c o  y  q u e  a c t u a n d o  d i r e c t a m e n t e  s o b r e  e l  f o r r o  e x t e r i o r  y  

t r a n s m i t i d o s  a  t r a v é s  d e  l o s  e l e m e n t o s  d e  a c e r o  d e  l a  e s t r u c t u r a  s o n  o r i g e n  

d e l  s e g u n d o  t i p o  d e  e x c i t a c i o n e s  d e  v i b r a c i ó n  d e l  c a s c o .  

 

L o s  e s f u e r z o s  s o b r e  e l  t i m ó n ,  c o n  u n  o r i g e n  s i m i l a r  a l  d e  l a s  

e x c i t a c i o n e s  d e  l a  p r e s i ó n  s o b r e  e l  c a s c o ,  e x c i t a n  a  é s t e  a l  a p l i c a r s e  s o b r e  

l o s  c o j i n e t e s  d e l  t i m ó n .  

 

L a s  e x c i t a c i o n e s  d e b i d a s  a  l a  a c c i ó n  d e  l a  h é l i c e  s e  t r a n s m i t e n  a  l a  

e s t r u c t u r a  d e l  c a s c o  p o r  i n t e r m e d i o :  

 

•  D e  v a r i a c i o n e s  d e  p r e s i ó n  h i d r o d i n á m i c a  

•  D e  v a r i a c i o n e s  d e  l a s  r e a c c i o n e s  d e  l o s  c o j i n e t e s  d e  l a  l í n e a  d e  e j e s  

•  D e  v a r i a c i o n e s  d e  e m p u j e  y  d e  p a r  

 

   E f e c t o s  h i d r o d i n á m i c o s  

 

L a s  v a r i a c i o n e s  d e  p r e s i ó n  h i d r o d i n á m i c a  q u e  s e  p r o d u c e n  a  

c o n s e c u e n c i a  d e  l a  h é l i c e  e s  f u n c i ó n  d e :  

 

•  L a  g e o m e t r í a  d e  l a  h é l i c e .  

•  L a s  f o r m a s  d e  c a r e n a  d e  l a  p a r t e  d e  p o p a  d e l  b u q u e 3.  

•  L a  f o r m a  d e l  t i m ó n .  

                                                 
2  Ver Anexo 4 
3 Ver anexo 5 
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•  L o s  v a l o r e s  d e  l a s  d i s t a n c i a s  q u e  q u e d a n  e n t e  l a  h é l i c e  y  l a  o b r a  v i v a  

d e l  c a s c o  y  d e l  t i mó n .  

 

E f e c t o s  d e  l a s  v a r i a c i o n e s  d e  l a s  r e a c c i o n e s  e n  l o s  c o j i n e t e s  d e  l a  l í n e a  

d e  e j e  

 

L a s  v a r i a c i o n e s  d e  l a s  r e a c c i o n e s  e n  l o s  c o j i n e t e s  d e  l a  l í n e a  d e  e j e  s o n  

f u n c i ó n  d e :  

 

•  L o s  e s f u e r z o s ,  f u e r z a s  y  p a r e s  l a t e r a l e s  i n d u c i d o s  e n  e l  e j e  p o r t a -

h é l i c e  a l  f u n c i o n a r  l a  h é l i c e  d e n t r o  d e l  c a m p o  n o  u n i f o r m e  d e  l a  

e s t e l a .      

•  L a s  c o n d i c i o n e s  d e  a l i n e a c i ó n  e s t á t i c a  d e  l a  l í n e a  d e  e j e s .  

•  L a  r e l a c i ó n  e n t r e  l o s  v a l o r e s  d e  l a s  f r e c u e n c i a s  p r o p i a s  F t ,  d e  l a s  

v i b r a c i o n e s  l a t e r a l e s  d e l  c o n j u n t o  c o n s t i t u i d o  p o r  l a  h é l i c e  y  l a  l í n e a  

d e  e j e s  y  l o s  v a l o r e s  d e  l a s  f r e c u e n c i a s  d e  e x c i t a c i ó n  p r o d u c i d a s  p o r  

l a  h é l i c e .  

 

L o s  e s f u e r z o s  p r o c e d e n t e s  d e  l a  h é l i c e  a f e c t a n  a  l o s  v a l o r e s  d e  l a s  

r e a c c i o n e s  e  i n c l u s o  p u e d e n  l l e g a r  a  a n u l a r l o s .  

 

L a s  h é l i c e s  e n g e n d r a n  e n  e l  e j e  p o r t a - h é l i c e  v a r i a c i o n e s  d e l  m o m e n t o  

v e r t i c a l ,  l o  q u e  c o n s t i t u y e  u n a  c a u s a  f u n d a m e n t a l  d e  v a r i a c i ó n  d e  l a s  

r e a c c i o n e s  e n  l o s  c o j i n e t e s - a p o y o .   

 

E f e c t o  d e  l a s  v a r i a c i o n e s  d e l  e m p u j e  y  e l  p a r  

 

V i b r a c i o n e s  l o n g i t u d i n a l e s  d e l  c o n j u n t o  c o n s t i t u i d o  p o r :  

 

•  L a  h é l i c e .  

•  L a  l í n e a  d e  e j e s .  
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•  E l  e j e  y  l a  c h u m a c e r a  d e  e m p u j e  y  l o s  p o l i n e s  d e  e s t a  ú l t i m a .  

•  L a  e s t r u c t u r a  d e l  d o b l e  f o n d o ,  e n  l a  q u e  e s t á n  e m p o t r a d o s  l o s  p o l i n e s  

d e  e m p u j e .  

•  E l  e j e  d e l  a p a r a t o  p r o p u l s o r .  

 

E l  o r i g e n  d e  e s t a s  e x c i t a c i o n e s  e s t á  e n  l a s  v a r i a c i o n e s  d e  p a r  r e s i s t e n t e  

y  d e  e m p u j e  p r o v o c a d a s  p o r  e l  f u n c i o n a m i e n t o  d e  l a  h é l i c e  e n  e l  c a m p o  n o  

u n i f o r m e  d e  l a  e s t e l a .  

 

L a s  h é l i c e s  e n g e n d r a n  v a r i a c i o n e s  d e  p a r  y  d e  e m p u j e ;  e s t a s  v a r i a c i o n e s  

s o n  c a u s a  d e  v i b r a c i o n e s  d e  t o r s i ó n  y  d e  v i b r a c i o n e s  l o n g i t u d i n a l e s  d e l  

c o n j u n t o  p r o p u l s i v o .   

 

B .  E x c i t a c i o n e s  d e b i d a s  a l  f u n c i o n a m i e n t o  d e l  m o t o r  

 

U n a  d e  l a s  p r i n c i p a l e s  f u e n t e s  d e  e x c i t a c i ó n  s o n  l a s  f u e r z a s  d e  i n e r c i a  

d e  l o s  m o t o r e s  p r i n c i p a l e s .  

L o s  mo t o r e s  p r o d u c e n  p r i n c i p a l m e n t e  v i b r a c i o n e s  l o c a l e s .  

E s t a s  e x c i t a c i o n e s  a c t ú a n  s o b r e  l a  e s t r u c t u r a  d e l  c a s c o  y  p u e d e n  

d i v i d i r s e  e n  t r e s  c a t e g o r í a s :  

 

•  E x c i t a c i o n e s  v e r t i c a l e s .  

•  E x c i t a c i o n e s  t r a n s v e r s a l e s .  

•  E x c i t a c i o n e s  l o n g i t u d i n a l e s .  

 

E x c i t a c i o n e s  v e r t i c a l e s  

 

E s t a s  e x c i t a c i o n e s ,  q u e  s e  t r a n s m i t e n  a  l a  e s t r u c t u r a  d e l  c a s c o  a  t r a v é s  

d e  l a  e s t r u c t u r a  d e l  d o b l e  f o n d o ,  e s t á n  o r i g i n a d a s  p o r :  

 

•  L a s  f u e r z a s  y  l o s  p a r e s  l i b r e s  e x t e r i o r e s  d e l  m o t o r  p r i n c i p a l .  
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•  L a s  v i b r a c i o n e s  d e  l o s  c i g ü e ñ a l e s .  

•  L a s  v i b r a c i o n e s  d e  t o r s i ó n  d e l  mo t o r  s e g ú n  e l  s e g u n d o  mo d o  

v i b r a t o r i o .  

 

E x c i t a c i o n e s  t r a n s v e r s a l e s  

 

E s t a s  e x c i t a c i o n e s  e s t á n  p r o v o c a d a s  p o r  l a s  v i b r a c i o n e s  t r a n s v e r s a l e s  

d e l  c o n j u n t o  c o n s t i t u i d o  p o r  e l  m o t o r  p r i n c i p a l  y  l a  e s t r u c t u r a  d e l  d o b l e  

f o n d o  d e  l a  s a l a  d e  m á q u i n a s .  E s t á n  o r i g i n a d a s  p o r  l a s  c o m p o n e n t e s  

t r a n s v e r s a l e s  d e l  e f e c t o  d e  c o mb u s t i ó n ,  q u e  a c t ú a n  s o b r e  l a s  d e s l i z a d e r a s  

d e l  m o t o r ,  c o n j u n t a m e n t e  c o n  e l  d e  l a s  i r r e g u l a r i d a d e s  d e l  p a r  m o t o r .  

D i c h o s  e f e c t o s  p r o v o c a n  v i b r a c i o n e s  t r a n s v e r s a l e s ,  s e a n  p a r a l e l a s ,  d e l  

c o n j u n t o  d e l  m o t o r  a l r e d e d o r  d e  u n  e j e  i n s t a n t á n e o  d e  r o t a c i ó n  q u e ,  e n  

p r i n c i p i o ,  s u e l e  e s t a r  s i t u a d o  e n  l a  e s t r u c t u r a  d e  s u s  p o l i n e s .  

E l  c o n j u n t o  d e l  m o t o r  y  d e  s u s  p o l i n e s  p u e d e  s e r  c o n s i d e r a d o  c o mo  u n a  

v i g a  q u e  t r a b a j a  e n  v o l a d i z o ;  l a s  f r e c u e n c i a s  p r o p i a s  d e  e s t e  c o n j u n t o  

d e p e n d e n  d e  l a s  c a r a c t e r í s t i c a s  e l á s t i c a s  d e  s u s  d i f e r e n t e s  e l e m e n t o s .   

 

E x c i t a c i o n e s  l o n g i t u d i n a l e s  

 

E s t a s  e x c i t a c i o n e s  q u e  p r o c e d e n  d e l  m o t o r  p r i n c i p a l  y  r e p e r c u t e n  e n  l a  

e s t r u c t u r a  d e l  c a s c o ,  r e s u l t a n  d e  l a s  v i b r a c i o n e s  l o n g i t u d i n a l e s  d e l  

c o n j u n t o  c o n s t i t u i d o  p o r :  

 

•   E l  c i g ü e ñ a l .  

•   E l  e j e  y  l a  c h u m a c e r a  d e  e m p u j e  y  p o r  s u s  p o l i n e s .  

•   L a  e s t r u c t u r a  d e l  d o b l e  f o n d o ,  e n  l a  q u e  e s t á n  e m p o t r a d o s  l o s  

p o l i n e s  d e  l a  c h u m a c e r a  d e  e m p u j e .  

•   L a  l í n e a  d e  e j e s  y  l a  h é l i c e .  
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E n  e l  o r i g e n  d e  e s t a s  e x c i t a c i o n e s  s e  e n c u e n t r a n  l a s  v i b r a c i o n e s  

l o n g i t u d i n a l e s  d e l  c o n j u n t o  c o n s t i t u i d o  p o r  e l  c i g ü e ñ a l  q u e ,  a  s u  v e z ,  s o n  

d e b i d a s  a  l o s  e f e c t o s  d e  c o m b u s t i ó n  y  a  l o s  e f e c t o s  d e  e l a s t i c i d a d  d e l  

c i g ü e ñ a l .  

 

C .  E x c i t a c i o n e s  d e b i d a s  a  l o s  e f e c t o s  d e l  m a r  

 

L o s  e f e c t o s  d e l  m a r  q u e  p u e d e n  d a r  l u g a r  a  l a  a p a r i c i ó n  d e  v i b r a c i o n e s  

s o n  l a  o l a  y  l o s  g o l p e s  d e  m a r .  

 

E f e c t o  d e  l a  o l a  

 

L a  a c c i ó n  d e  l a  o l a  p u e d e  m a n i f e s t a r s e  d e  d o s  m a n e r a s  d i f e r e n t e s .  E n  

p r i m e r  l u g a r ,  l a s  v a r i a c i o n e s  d e  d e s p l a z a m i e n t o  y  d e  p r e s i ó n  

h i d r o d i n á m i c a  q u e  r e s u l t a n  d e  e l l a ,  y  q u e  s e  e j e r c e n  a  t o d o  l o  l a r g o  d e  l a  

e s l o r a  d e l  b u q u e ,  p u e d e n  d a r  l u g a r  a  u n a  v i b r a c i ó n  n o t a b l e  d e l  c o n j u n t o  d e  

l a  v i g a - b u q u e ,  e s p e c i a l m e n t e  s i  l a s  s o l i c i t a c i o n e s  d e b i d a s  a  l a  o l a  s e  

p r o d u c e n  c o n  u n a  f r e c u e n c i a  q u e  d i f i e r a  p o c o  d e  u n a  d e  l a s  f r e c u e n c i a s  

p r o p i a s  d e  c a s c o .  T a l e s  v i b r a c i o n e s  d e  l a  v i g a - b u q u e  p u e d e n  h a c e r  v i b r a r  

c i e r t o s  e l e m e n t o s  d e  l a  e s t r u c t u r a .  

 

S e  e s t u d i a n  d o s  t i p o s  d e  f e n ó m e n o s :  

 

a )  L a  v i b r a c i ó n  e x c i t a d a  p o r  u n  t r e n  c o n t i n u o  d e  o l a s .  

b )  L a  r e s p u e s t a  t r a n s i t o r i a  d e  u n  t r e n  c o r t o  d e  o l a s .  

 

E f e c t o s  d e  l o s  g o l p e s  d e  m a r  

 

S e  d e n o m i n a  g o l p e s  d e  m a r  t o d a s  l a s  a c c i o n e s  d e l  m a r  q u e  p r o v o q u e n  

s a c u d i d a s  t r a n s i t o r i a s  d e l  c a s c o ,  t a n t o  s i  e s t a s  r e s u l t a n  d e l  g o l p e t e o  d e  l a  

r o d a  c o n  l a s  o l a s ,  d e l  “ s l a m m i n g ”  o  d e  m a s a s  d e  m a r  q u e  c a i g a n  s o b r e  l a  

c u b i e r t a .  
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L a s  s a c u d i d a s  c i t a d a s  c r e a n  u n  a u m e n t o  t r a n s i t o r i o  d e l  n i v e l  d e  e n e r g í a  

d e l  c a s c o ,  q u e  s e  d i s i p a  e s e n c i a l m e n t e  e n  f o r m a  h i d r o d i n á m i c a  y  e n  f o r m a  

v i b r a t o r i a ,  h a c i e n d o  q u e  l a  e s t r u c t u r a  v i b r e  c o n  s u s  f r e c u e n c i a s  p r o p i a s .  

T a l e s  v i b r a c i o n e s  s e  a mo r t i z a n  y  d e s a p a r e c e n  e n  a l g u n o s  s e g u n d o s .  

 

E n  e l  a n e x o  n ú m e r o  6  s e  r e c o g e  u n  e s q u e m a  d e  l a s  f u e n t e s  d e  e x c i t a c i ó n  

d e l  b u q u e ,  q u e  r e s u m e  t o d o  e l  t e m a .  
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4.2 Metodología de análisis por el método de los elementos 
finitos en un buque 

4.2.1 Introducción 

L a  i n v e s t i g a c i ó n  s o b r e  v i b r a c i o n e s  e n  e l  c a s c o  y  e n  l a  m a q u i n a r i a  d e  u n  

b u q u e  f e r r y  o  d e  c u a l q u i e r  o t r o  t i p o  s u p o n e  u n a  g r a n  c a r g a  d e  t r a b a j o  p a r a  

l o s  A s t i l l e r o s ,  E m p r e s a s  d e  I n g e n i e r í a ,  y  S o c i e d a d e s  d e  C l a s i f i c a c i ó n  e n  l a  

a c t u a l i d a d .  L a  p r e s e n c i a  d e  r u i d o s  y  d e s p e r f e c t o s  e s t r u c t u r a l e s  d e b i d o  a  

v i b r a c i o n e s ,  p u e d e  h a c e r  i n h a b i t a b l e  e l  b u q u e  p a r a  t r i p u l a c i ó n  y  p a s a j e r o s ,  

o  p r o v o c a r  r o t u r a s  d e  e q u i p o s  o  e l e m e n t o s  e s t r u c t u r a l e s ,  c o n  e l  c o s t e  q u e  

e l l o  s u p o n e .  

 

E n t r e  l o s  c a s o s  q u e  l a  e x p e r i e n c i a  a p o r t a  s o b r e  e s t e  a s u n t o ,  s e  

e n c u e n t r a n ,  p o r  e j e m p l o ,  l o s  e x c e s i v o s  n i v e l e s  d e  v i b r a c i ó n  e n  z o n a s  d e  

a c o m o d a c i ó n ,  r o t u r a s  e n  t a n q u e s ,  y  g r i e t a s  e n  p o l i n e s .  O t r o  c a s o  r e c o g i d o  

f u e  e l  d e  l a s  q u e j a s  e x p r e s a d a s  p o r  l o s  r e s i d e n t e s  c e r c a n o s  a  l a  t e r m i n a l  d e  

u n  b u q u e  c r u c e r o ,  d e b i d o  a l  t o n o  c a r a c t e r í s t i c o  q u e  e s t e  d e s p r e n d í a .  

 

M i e n t r a s  l a  I S O  ( I n t e r n a c i o n a l  S t a n d a r d s  O r g a n i s a t i o n )  h a  r e a l i z a d o  

c r i t e r i o s  p a r a  c u b r i r  l o s  n i v e l e s  d e  v i b r a c i ó n  e n  l o s  e s p a c i o s  d e  

a c o m o d a c i ó n  d e  l o s  b u q u e s  ( I S O  6 9 5 4 ) ,  p a r a  l o s  c o r r e s p o n d i e n t e s  m o t o r e s  

( I S O  1 0 8 1 6 - 1 ,  y  I S O 1 0 8 1 6 - 6 ) ,  y  p a r a  l o s  g e n e r a d o r e s  ( I S O 8 2 5 8 - 9  y  

I S O 1 0 8 1 6 - 3 ) ,  l a  m a y o r í a  d e  s o c i e d a d e s  d e  c l a s i f i c a c i ó n  h a n  e s t a b l e c i d o s  

s u s  p r o p i a s  d i r e c t r i c e s  p a r a  l a  m e d i d a ,  i n f o r m e  y  e v a l u a c i ó n  d e  l a  

v i b r a c i ó n .  

 

D e s d e  e s t a  p e r s p e c t i v a ,  e l  r u i d o  y  l a s  v i b r a c i o n e s  h a n  e s t a d o  e n  e l  

p r i m e r  p u e s t o  d e  l a  l i s t a  d e s d e  m u c h o s  a ñ o s .  D e s d e  e n t o n c e s  l a s  

c o n t r a m e d i d a s  p u e d e n  s e r  m á s  e f i c i e n t e m e n t e  a p l i c a d a s  d u r a n t e  l a  f a s e  d e  

d i s e ñ o  d e l  b u q u e ,  y  s u  i n v e s t i g a c i ó n  h a  s i d o  p r i n c i p a l m e n t e  e n c a u z a d a  a l  

d e s a r r o l l o  d e  n u e v o s  m é t o d o s  y  h e r r a m i e n t a s  d e  p r e d i c c i ó n .  
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E l  o b j e t i v o  d e  l a  m e t o d o l o g í a  d e  p r e d i c c i ó n  m e d i a n t e  e l  M é t o d o  d e  l o s  

E l e m e n t o s  F i n i t o s ,  e s  p o d e r  d i s p o n e r  d e  u n  mo d e l o  m a t e m á t i c o ,  e n  a l g u n o s  

c a s o  b a s a d o  e n  l a  r e s o l u c i ó n  d e  m á s  d e  6 5 0 . 0 0 0  e c u a c i o n e s ,  q u e  p e r m i t a ,  

d e  l a  f o r m a  m á s  p r e c i s a  p o s i b l e ,  r e p r o d u c i r  ó  s i m u l a r  e l  c o mp o r t a m i e n t o  

d i n á m i c o  r e a l  d e l  b u q u e  o  d e  d e t e r m i n a d a s  z o n a s .  E s  d e c i r ,  o b t e n e r  s u s  

f r e c u e n c i a s  p r o p i a s  g l o b a l e s  o  l o c a l e s :  c u b i e r t a s ,  m a m p a r o s ,  e t c ;  y  l a s  

f o r m a s  d e  v i b r a c i ó n  a s o c i a d a s  a  c a d a  u n a  d e  e l l a s .  

 

L a  a p l i c a c i ó n  a  e s t e  m o d e l o  m a t e m á t i c o  d e  l a s  f u e r z a s  e x c i t a d o r a s  

p r o c e d e n t e s  d e  l a s  f u e n t e s  e x c i t a d o r a s  p r i n c i p a l e s :  h é l i c e  y  m o t o r ,  p e r m i t e  

o b t e n e r  u n a  d i s t r i b u c i ó n  e n  z o n a s  d e l  b u q u e  d e  l o s  n i v e l e s  d e  v i b r a c i ó n  

p r e v i s t o s .  L a  c o m p a r a c i ó n  e n t r e  e s t o s  n i v e l e s  p r e v i s t o s  c o n  l o s  l í m i t e s  

e s t a b l e c i d o s  p o r  r e q u e r i m i e n t o  d e l  A r m a d o r  e n  l a  E s p e c i f i c a c i ó n  

c o n t r a c t u a l ,  l l e v a r á  o  b i e n  a  f i n a l i z a r  e l  p r o c e s o ,  ó  e n  c a s o  c o n t r a r i o  a ,  

m e d i a n t e  u n  p r o c e s o  i t e r a t i v o ,  i n t r o d u c i r  ó  s i m u l a r  mo d i f i c a c i o n e s  

e s t r u c t u r a l e s  ó  d e  o t r o  t i p o  e n  e l  m o d e l o  m a t e m á t i c o  h a s t a  l o g r a r  n i v e l e s  

d e  a c u e r d o  a  E s p e c i f i c a c i ó n .  U n a  v e z  c o n t r a s t a d a  l a  e f i c a c i a  d e  e s t a s  

m o d i f i c a c i o n e s  e n  e l  m o d e l o ,  d e b e r á n  i n t r o d u c i r s e  l o  m á s  f i e l m e n t e  

p o s i b l e  e n  e l  s i s t e m a  r e a l :  b u q u e .  

 

E n  l a  F i g u r a   s e  d e s c r i b e  g r á f i c a m e n t e  e l  D i a g r a m a  d e  F l u j o  

c o r r e s p o n d i e n t e  a  e s t a  m e t o d o l o g í a .  
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4.2.2 Un poco de historia 

C o r r í a  e l  a ñ o  1 8 5 1  c u a n d o  e l  q u e  e s  h o y  c o n s i d e r a d o  p r i m e r  

t r a n s b o r d a d o r  d e  E u r o p a ,  e l  F i r t h  o f  F o r t h ,  c o m e n z ó  a  f u n c i o n a r  e n  

E s c o c i a  p a r a  c r u z a r  u n o  d e  l o s  r í o s  m á s  c a u d a l o s o s  d e l  p a í s ,  y  l l e v a n d o  e n  

s u  i n t e r i o r  n o  a u t o m ó v i l e s ,  s i n o  t r e n e s .  H a b í a  n a c i d o  u n  n u e v o  m o d o  d e  

t r a n s p o r t e  q u e  n o  h a  d e j a d o  d e  c r e c e r  d e s d e  e n t o n c e s .  E l  p r i m e r  f e r r y  

“ m o d e r n o ”  p a r a  v e h í c u l o s  c o m e n z ó  a  f u n c i o n a r  e n  D o v e r  e n  1 9 5 3 .  P o r  



E.U.INGENIERÍA TÉCNICA NAVAL 
APLICACIÓN DEL MÉTODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS AL ESTUDIO DE 
VIBRACIONES EN VIGAS DE CONSTRUCCIÓN NAVAL 
AUTOR: PABLO CÉSPEDES CALDERÓN 

 
 

 30

a q u e l  e n t o n c e s  l o s  a u t o m ó v i l e s  t e n í a n  q u e  s e r  i z a d o s  c o n  g r ú a s  y  

d e p o s i t a d o s  e n  l a s  b o d e g a s  d e  b u q u e s  f u n d a m e n t a l m e n t e  d e  c a r g a .  E s t e  

l e n t o  y  c o m p l i c a d o  p r o c e s o  d e  e m b a r q u e  d e b i ó  d i s u a d i r  a  n o  p o c o s  t u r i s t a s  

y  a u t o mo v i l i s t a s  a  l a  h o r a  d e  p l a n e a r  s u s  v a c a c i o n e s  h a c i e n d o  u s o  d e  s u  

a u t o m ó v i l  p a r t i c u l a r .  D e  h e c h o ,  t r a s  l a  p u e s t a  e n  m a r c h a  d e  l o s  f e r r i e s  e n  

D o v e r ,  e l  n ú m e r o  d e  v e h í c u l o s  q u e  a t r a v e s a r o n  e l  C a n a l  d e  l a  M a n c h a  s e  

m u l t i p l i c ó  p o r  d i e z  s ó l o  e n  e l  p r i m e r  a ñ o .  E n  l a  a c t u a l i d a d  s o n  

a p r o x i m a d a m e n t e  c i n c o  m i l l o n e s  l o s  v e h í c u l o s  q u e  u t i l i z a n  a l g u n o  d e  l o s  

f e r r i e s  q u e  z a r p a n  o  a r r i b a n  a  e s t e  p u e r t o  i n g l é s .  

 

4.2.3 Características del buque Ferry 

U n  t r a n s b o r d a d o r  o  “ f e r r y ”  e s  u n  b u q u e  q u e  r e a l i z a  u n  r e c o r r i d o  

n o r m a l m e n t e  f i j o  d e  i d a  y  v u e l t a  e n t r e  d o s  p u e r t o s  d e  ma r  y  q u e  e s  c a p a z  

d e  t r a n s p o r t a r  s i m u l t á n e a m e n t e  a  l o s  p a s a j e r o s  y  s u s  v e h í c u l o s .  E l  t i p o  d e  

f e r r y  m á s  p o p u l a r  r e c i b e  e n  e l  a r g o t  t é c n i c o  e l  n o m b r e  d e  “ r o - r o ”  ( R O L L -

O N / R O L L - O F F )  y  s u  c a r a c t e r í s t i c a  f u n d a m e n t a l  e s  q u e  s e  t r a t a  d e l  p r o p i o  

p a s a j e r o  o  a u t o m o v i l i s t a  q u i e n  c o n d u c e  s u  v e h í c u l o  d e n t r o  y  f u e r a  d e  l a s  

b o d e g a s  c o r r e s p o n d i e n t e s  ( d e  a h í  s u  n o mb r e :  l a  c a r g a  e n t r a  R O d a n d o  y  

s a l e  R O d a n d o ) .  

 

P o r  d e f i n i c i ó n ,  e l  b u q u e  R o - R o  e s t á  p r o y e c t a d o  p r i n c i p a l m e n t e  p a r a  e l  

m a n e j o  d e  c a r g a s  r o d a d a s ,  y a  s e  t r a t e  d e  a u t o s ,  r e m o l q u e s ,  p a l l e t s ,  y / o  

c o n t e n e d o r e s ,  e t c .  S u  c a r a c t e r í s t i c a  f u n d a m e n t a l  e s  e l  m o v i m i e n t o  

h o r i z o n t a l  d e  l a  c a r g a .  

 

C u a l q u i e r  d i s e ñ o  d e l  a c c e s o  r o l l - o n / r o l l - o f f  d e b e  c u m p l i r  c o n  l o s  

r e q u i s i t o s  d e  r a p i d e z  e n  p u e r t o  y  d e  f l e x i b i l i d a d  y  p o l i v a l e n c i a  e n  l a s  

c a r g a s  r o d a d a s .  U n a  m a n e r a  d e  i n c r e m e n t a r  l a  r a p i d e z  d e  mo v i m i e n t o  d e  

c a r g a ,  c o n s i s t e  e n  e s t a b l e c e r  u n  s e n t i d o  ú n i c o  d e  c a r g a  y  o t r o  

i n d e p e n d i e n t e  d e  d e s c a r g a .  E s t o  s e  l l e v a  a  c a b o  e n  l o s  s e r v i c i o s  d e  f e r r y ,  
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c o n  a c c e s o s  e n  p r o a  y  e n  p o p a ,  e s t a b l e c i é n d o s e  e n  p r o a  l a  c a r g a  y  e n  p r o a  

l a  d e s c a r g a .  

 

D e s d e  e l  p u n t o  d e  v i s t a  c o n s t r u c t i v o ,  l o s  t r a n s b o r d a d o r e s  c u e n t a n  

t a m b i é n  c o n  u n a s  p a r t i c u l a r i d a d e s  q u e  l o s  h a c e n  ú n i c o s ;  l a  m á s  

s i g n i f i c a t i v a  e s ,  p r e c i s a m e n t e ,  l a  b o d e g a  d e  c a r g a  d e  v e h í c u l o s  q u e ,  p o r  

r a z o n e s  p r á c t i c a s ,  d e b e  s e r  u n  e s p a c i o  l o  s u f i c i e n t e m e n t e  d i á f a n o  c o m o  

p a r a  p e r m i t i r  a  t o d o  t i p o  d e  v e h í c u l o s ,  g r a n d e s  o  p e q u e ñ o s ,  m a n i o b r a r  e n  

s u  i n t e r i o r .  S e  c a r a c t e r i z a  p o r  l a  a u s e n c i a  t o t a l  d e  m a mp a r o s  t r a n s v e r s a l e s  

e n  l o s  e n t r e p u e n t e s  o  c u b i e r t a s  s u p e r i o r e s .  E n  c u a l q u i e r  c a s o  e l  p a p e l  

p r i n c i p a l  d e  e s t o s  m a m p a r o s  t r a n s v e r s a l e s  e s  e l  d e  s e r v i r  d e  s o s t é n  a  l o s  

e s f u e r z o s  p o r  d e f o r m a c i ó n  a  c a u s a  d e l  m a r  e n  l a  e s t r u c t u r a  d e l  b u q u e ,  y  n o  

d e  s o p o r t a r  l o s  e s f u e r z o s  s o b r e  c o s t a d o s  y  d o b l e  f o n d o ,  p u e s  e s t a  e s  

a s u m i d a  p o r  a n c h o s  y  e s p a c i a d o s  p u n t a l e s  a c o p l a d o s  c o n  c u a d e r n a s  

t r a n s v e r s a l e s  d e l  t i p o  d e  l a s  e s l o r a s  d e  c a j ó n  c o n  v a g r a s  a  p r o a  y  p o p a .  

D e b i d o  a  e s t o ,  l a s  l u c e s  d e  l o s  r e f u e r z o s  b a j o  c u b i e r t a  s e r á n  

s i g n i f i c a t i v a m e n t e  m a y o r e s .  D e  i g u a l  m o d o ,  d a d o  q u e  s e  p r e v é  q u e  e s t o s  

r e f u e r z o s  e s t é n  s o m e t i d o s  a  c a r g a s  l o c a l i z a d a s ,  p o r  e l  t r á n s i t o  d e  c a r g a s  y  

v e h í c u l o s ,  s e  d e b e  p o n e r  é n f a s i s  e n  e l  p r o y e c t o  d e  e s t o s  e l e m e n t o s  

e s t r u c t u r a l e s .  

 
E l  p u n t a l  d e  l a  m a y o r í a  d e  l o s  b u q u e s  r o l l - o n / r o l l - o f f  e s t á  d i r e c t a m e n t e  

e n  f u n c i ó n  d e  l o s  r e q u e r i m i e n t o s  i n t e r n o s  d e  e s t i b a ,  y  m u y  e s p e c i a l m e n t e  
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a d a p t a d o  a  l o s  s t a n d a r d s  e s t a b l e c i d o s  e n  l a s  a l t u r a s  d e  t r a i l e r s  y  b a t e a s .  

D e  t o d a s  f o r m a s  s i e m p r e  s e  e s t a b l e c e  u n a s  c o n d i c i o n e s  a l g o  s u p e r i o r e s  a  

l a s  m e d i d a s  m í n i m a s ,  y  m u y  e s p e c i a l m e n t e  e n  c u a n t o  a  l a s  c o n s i d e r a c i o n e s  

s o b r e  r e s i s t e n c i a  l o n g i t u d i n a l  d e  t a l e  c u b i e r t a s .  

 

L a  n e c e s i d a d  d e  d i s p o n e r  d e  u n  e s p a c i o  d i á f a n o  e n t r a  e n  c o l i s i ó n  c o n  

u n a  d e  l a s  m e d i d a s  b á s i c a s  d e  s e g u r i d a d  e n  c u a l q u i e r  b u q u e :  l a  

c o mp a r t i m e n t a c i ó n  o  d i v i s i ó n  d e  l a s  d i f e r e n t e s  c u b i e r t a s  e n  

c o mp a r t i m e n t o s  q u e  p u e d a n  s e l l a r s e  e n  c a s o  d e  e m e r g e n c i a  p a r a  c o n t r i b u i r  

a  l a  e s t a b i l i d a d  y  g a r a n t i z a r  l a  f l o t a c i ó n  e n  c a s o  d e  e n t r a d a  d e  a g u a  e n  l a  

e m b a r c a c i ó n .  L o s  t r a n s b o r d a d o r e s  s o n  a  m e n u d o  b a r c o s  m u y  a l t o s ,  y a  q u e  

l a  b o d e g a  d e  v e h í c u l o s  d e b e  s i t u a r s e  p o r  e n c i m a  d e  l a  l í n e a  d e  f l o t a c i ó n ;  

l a s  c u b i e r t a s  d e  p a s a j e r o s  n o r m a l m e n t e  e s t á n  t o d a v í a  m á s  a l t a s  q u e  l a  

b o d e g a  d e  v e h í c u l o s .  L a  a l t u r a  d e  e s t o s  b a r c o s  e x i g e  t a m b i é n  q u e  l o s  

m e d i o s  d e  e v a c u a c i ó n  c u e n t e n  c o n  c o m p l e j o s  y ,  s o b r e  t o d o ,  r á p i d o s  

s i s t e m a s  d e  r e s c a t e :  s a l v a v i d a s  q u e  p u e d e n  l a n z a r s e  a l  m a r  e n  c u a l q u i e r  

p o s i c i ó n ,  t o b o g a n e s  d e  l o n a  p a r a  e v a c u a r  a  l o s  p a s a j e r o s  d e s d e  l a s  

c u b i e r t a s  h a s t a  l o s  b o t e s  o  b a l s a s .  T a m b i é n  e l  t i p o  d e  c a r g a  d e  l o s  

t r a n s b o r d a d o r e s  - v e h í c u l o s  d e  t o d o s  l o s  t i p o s  y  t a m a ñ o s -  r e q u i e r e  d e  

m e d i d a s  e s p e c i a l e s  p a r a  p o d e r  e v i t a r  y  c o n t r o l a r  i n c e n d i o s  y  m o v i m i e n t o s  

d e  l a  c a r g a  e n  e l  i n t e r i o r  d e  l a s  b o d e g a s .   

 

4.2.4 Modelo dinámico del buque 

L a  c r e a c i ó n  d e l  m o d e l o  d i n á m i c o  d e l  b u q u e ,  r e q u i e r e  d i s p o n e r  d e  t o d a  l a  

d o c u m e n t a c i ó n  d i s p o n i b l e  d e l  b u q u e .  T e n i e n d o  e n  c u e n t a  l o s  d a t o s  d e  

p a r t i d a  q u e  p e r m i t i r á n  l a  c r e a c i ó n  d e l  m o d e l o  m a t e m á t i c o  q u e  s i m u l a  

d i n á m i c a m e n t e  a l  b u q u e ,  s u  f i a b i l i d a d  y  l a  d e  l a s  a c c i o n e s  c o r r e c t a s  q u e  s e  

d e r i v e n ,  e s t á n  c o n d i c i o n a d a s  a  l a  f i a b i l i d a d  d e  l o s  d a t o s  d e  p a r t i d a .   

 

U n a  d e  l a s  c l a v e s  p a r a  u n a  p r e d i c c i ó n  “ f i a b l e ”  d e  l o s  n i v e l e s  d e  

v i b r a c i ó n  e n  b u q u e s ,  e s  e l  c o n o c i mi e n t o  “ c u a n t i t a t i v o ”  y  “ c u a l i t a t i v o ”  d e  
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l a s  e x c i t a c i o n e s  c a p a c e s  d e  i n d u c i r  n i v e l e s  d e  v i b r a c i ó n  a p r e c i a b l e s  a  

c i e r t a  d i s t a n c i a  d e  l o s  f o c o s  ó  f u e n t e s  e x c i t a d o r a s .  

 

E n  e s t e  a p a r t a d o  d e  l a  s e l e c c i ó n  d e  l a s  f u e n t e s  e x c i t a d o r a s  p r i n c i p a l e s :  

h é l i c e  y  m o t o r ,  v i e n e  a  p o n e r s e  d e  r e l i e v e  l a  g r a n  i mp o r t a n c i a  q u e  t i e n e  e l  

q u e  e l  A s t i l l e r o  s e  h a y a  “ s e n s i b i l i z a d o ”  c o n  l a  P r e d i c c i ó n  d e  V i b r a c i o n e s  

d e s d e  l a s  e t a p a s  t e m p r a n a s  d e l  p r o y e c t o .  E l l o  s u p o n d r í a  q u e  é s t e ,  d e b e r í a  

d i s e ñ a r  s u s  s u m i n i s t r o s  d e  f o r m a  t a l  q u e  l a s  e x c i t a c i o n e s  p r o c e d e n t e s  d e  

l o s  m i s m o s  e s t é n  d e n t r o  d e  v a l o r e s  r e c o m e n d a b l e s .  D e  l o  c o n t r a r i o  e l  

A s t i l l e r o  d e b e r á  a s u m i r ,  p o r  u n a  p a r t e ,  e l  r i e s g o  d e  n o  p o d e r  c u mp l i r  c o n  

l a  E s p e c i f i c a c i ó n  y  p o r  o t r o  l a d o ,  e l  s o b r e c o s t e  q u e  s u p o n e  d i s e ñ a r  

d i n á m i c a m e n t e  e l  b u q u e  p a r a  a b s o r b e r  u n a s  e x c i t a c i o n e s  p r i n c i p a l e s  p o r  

e n c i m a  d e  v a l o r e s  r e c o m e n d a d o s .  

 

4.2.5 Etapas del análisis 

C o n  t o d o s  l o s  d a t o s  a n t e r i o r e s  d i s p o n i b l e s ,  l a s  f a s e s  o  e t a p a s  d e l  

e s t u d i o  s o n  l a s  s i g u i e n t e s :  

 

1 . - A n á l i s i s  d e  f r e c u e n c i a s  p r o p i a s  y  mo d o s  d e  b u q u e . -  E n  e s t a  f a s e ,  c o n  

l a s  d i m e n s i o n e s  c a r a c t e r í s t i c a s  d e l  b u q u e  y  m e d i a n t e  c á l c u l o s  

a p r o x i m a d o s  ó  e s t a d í s t i c a s  d e  b u q u e s  s i m i l a r e s ,  s e  p r o c e d e  a  l a  o b t e n c i ó n  

d e  l o s  p r i m e r o s  m o d o s  d e  f l e x i ó n  v e r t i c a l ,  t r a n s v e r s a l  y  d e  t o r s i ó n  d e l  

b u q u e - v i g a .  

 

D e p e n d i e n d o  d e  l a  p o s i c i ó n  r e l a t i v a  e n t r e  e s t a s  f r e c u e n c i a s  p r o p i a s  d e l  

b u q u e - v i g a  y  l a s  e x c i t a c i o n e s  p r i n c i p a l e s ,  s e  d e c i d i r á  ó  n o ,  e n  l a  f a s e  d e  

a n t e p r o y e c t o ,  l a  i n s t a l a c i ó n  d e  m a m p a r o s  t r a n s v e r s a l e s  ó  l o n g i t u d i n a l e s  

a s í  c o m o  l a  c o n v e n i e n c i a  d e  i n s t a l a r  c o m p e n s a d o r e s  d e  m o m e n t o s  e n  e l  

m o t o r  p r i n c i p a l .  
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2 . - A n á l i s i s  d e  mo d o s  l o c a l e s  e n  s u p e r e s t r u c t u r a s .  

 

E n  e s t a  e t a p a ,  e n t r e  o t r o s ,  s e  d e s a r r o l l a n  l o s  s i g u i e n t e s  p a s o s :  

 

•  M o d e l i z a c i ó n ,  m e d i a n t e  E l e m e n t o s  F i n i t o s  d e  á r e a s  ó  z o n a s  

r e p r e s e n t a t i v a s  d e l  b u q u e :  c u b i e r t a s  d e  a c o m o d a c i ó n ,  m a m p a r o s ,  e t c . .  

 

•  C á l c u l o  d e  l a s  f r e c u e n c i a s  p r o p i a s  y  m o d o s  d e  v i b r a r  d e  e s t a s  

e s t r u c t u r a s ,  e n  u n  r a n g o  e n t r e  0  y  2 5  H z ,  q u e  c u b r a  s u f i c i e n t e m e n t e  e l  

r a n g o  d e  f r e c u e n c i a s  e x c i t a d o r a s  p r i n c i p a l e s :  p r i m e r  y  s e g u n d o  a r m ó n i c o  

d e  f r e c u e n c i a  d e l  p a s o  d e  p a l a  y  e x c i t a c i o n e s  p r i n c i p a l e s  d e  m o t o r  

p r i n c i p a l .   

 

P a r a  e v i t a r  l o s  p r o b l e m a s  d e  r e s o n a n c i a ,  s e  p r o c u r a  q u e  l a s  f r e c u e n c i a s  

n a t u r a l e s  c a l c u l a d a s  n o  d e b e r í a n  c o i n c i d i r  c o n  e l  d o b l e  d e  l a  f r e c u e n c i a  d e  

p a s o  d e  l a  h é l i c e .  

 

•  A n á l i s i s  d e  r e s u l t a d o s ,  q u e  p e r m i t e n ,  p o r  c o m p a r a c i ó n  e n t r e  

f r e c u e n c i a s  p r o p i a s  y  f r e c u e n c i a s  e x c i t a d o r a s ,  i d e n t i f i c a r  p o s i b l e s  

f e n ó m e n o s  d e  r e s o n a n c i a .  

 

•  E s t a b l e c i m i e n t o ,  s i  p r o c e d e n ,  d e  l a s  mo d i f i c a c i o n e s  e s t r u c t u r a l e s  

o p o r t u n a s  p a r a  m i n i m i z a r  e l  r i e s g o  d e  a l t o s  n i v e l e s  d e  v i b r a c i ó n  p o r  

r e s o n a n c i a ,  s e p a r a n d o  s u f i c i e n t e m e n t e ,  e n t r e  u n  1 5 - 2 0 % ,  f r e c u e n c i a s  

p r o p i a s  l o c a l e s  d e  f r e c u e n c i a s  e x c i t a d o r a s .  

 

A l  i g u a l  q u e  e n  l a  f a s e  a n t e r i o r ,  e s t a  e t a p a  d e b e  d e s a r r o l l a r s e  e n  l a  f a s e  

d e  a n t e p r o y e c t o  c u a n d o  s e  d i s p o n g a  d e  l o s  p l a n o s  p r e l i m i n a r e s  d e  a c e r o .  

 

.  C o mo  d a t o  i m p o r t a n t e ,  y  e n  f a s e  t e mp r a n a ,  e l  d e s a r r o l l o  d e  e s t a  e t a p a  

p e r m i t i r á  c o m p r o b a r  s i  l a  e s t r u c t u r a ,  d i m e n s i o n a d a  e s t á t i c a m e n t e ,  e s  

a d e c u a d a  o  n o  d e s d e  e l  p u n t o  d e  v i s t a  “ d i n á m i c o ” .  
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3 . -  A n á l i s i s  d i n á m i c o  d e l  b u q u e  c o mp l e t o .  R e s p u e s t a  f o r z a d a .  

 

E n  e s t a  f a s e ,  c o n  e l  b u q u e  m u c h o  m á s  d e f i n i d o ,  s e  p r o c e d e  a  d e s a r r o l l a r  

l o s  s i g u i e n t e s  p a s o s :  

 

•  M o d e l i z a c i ó n  m e d i a n t e  E l e m e n t o s  F i n i t o s  d e l  b u q u e  e n  c o n j u n t o  –

M o d e l o  C o mp l e t o - .   
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•  C á l c u l o  d i n á m i c o  d e l  b u q u e  c o mp l e t o ,  o b t e n i e n d o  f r e c u e n c i a s  

p r o p i a s  y  m o d o s  c o r r e s p o n d i e n t e s  d e  b u q u e - v i g a  ( q u e  d e b e r á n  a d a p t a r s e  

p o r  ma s a  d e  a g u a  a r r a s t r a d a 4)  y  f r e c u e n c i a s  y  mo d o s  l o c a l e s .  

 

•  P r e d i c c i ó n  d e  n i v e l e s  d e  v i b r a c i o n e s  e n  t o d o  e l  b u q u e  m e d i a n t e  e l  

A n á l i s i s  d e  R e s p u e s t a  F o r z a d a .  

 

•  C o mp a r a c i ó n  d e  n i v e l e s  d e  v i b r a c i ó n  p r e v i s t o s  c o n  l o s  l í m i t e s  d e  l a  

E s p e c i f i c a c i ó n ,  e s t a b l e c i e n d o  s i  p r o c e d e n ,  l a s  m o d i f i c a c i o n e s  

e s t r u c t u r a l e s  o p o r t u n a s  p a r a  l o g r a r  e l  c u m p l i m i e n t o  c o n  l a  

E s p e c i f i c a c i ó n .  

 

 
 

 

 

 

 

 

 
                                                 
4  Ver anexo 7 
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4.3 Modelo matemático unidimensional de un elemento tipo 
viga 

4.3.1 Introducción 
L a  e s t r u c t u r a  d e  u n  b u q u e  f e r r y  s e  c a r a c t e r i z a  p o r  l a  a u s e n c i a  t o t a l  

d e  m a m p a r o s  t r a n s v e r s a l e s  e n  l o s  e n t r e p u e n t e s  o  c u b i e r t a s  s u p e r i o r e s .  

L a  f u n c i ó n  d e  s o p o r t a r  l o s  e s f u e r z o s  s o b r e  c o s t a d o s  y  d o b l e  f o n d o  e s  

a s u m i d a  p o r  a n c h o s  y  e s p a c i a d o s  p u n t a l e s  a c o p l a d o s  c o n  c u a d e r n a s  

t r a n s v e r s a l e s  c o n  v a g r a s  a  p r o a  y  p o p a .  D e b i d o  a  e s t o ,  l a s  l u c e s  d e  l o s  

r e f u e r z o s  b a j o  c u b i e r t a  s e r á n  s i g n i f i c a t i v a m e n t e  m a y o r e s .  D e  i g u a l  

m o d o ,  d a d o  q u e  s e  p r e v é  q u e  e s t o s  r e f u e r z o s  e s t é n  s o m e t i d o s  a  c a r g a s  

l o c a l i z a d a s ,  p o r  e l  t r á n s i t o  d e  c a r g a s  y  v e h í c u l o s ,  s e  d e b e  p o n e r  é n f a s i s  

e n  e l  p r o y e c t o  d e  e s t o s  e l e m e n t o s  e s t r u c t u r a l e s .  

L a s  c u b i e r t a s  d e  u n  b u q u e ,  c o mo  s e  h a  d i c h o ,  s o n  e s t r u c t u r a s  

r e f o r z a d a s  p o r  b a o s  y  e s l o r a s  o  l o n g i t u d i n a l e s ,  e s  d e c i r ,  e s t á n  

c o n s t i t u i d a s  p o r  u n a  m a l l a  d e  b a r r a s  o  r e f u e r z o s  d i s p u e s t o s  e n  d o s  

d i r e c c i o n e s  d i f e r e n t e s ,  n o r m a l m e n t e  p e r p e n d i c u l a r e s .  A  e s t o s  s e  l e  

d e n o m i n a  “ e m p a r r i l l a d o s ” .   

U n a  p r i m e r a  i n t r o d u c c i ó n  a l  c á l c u l o  d e  e m p a r r i l l a d o s  p u e d e  h a c e r s e  

c o n s i d e r a n d o  d o s  r e f u e r z o s  d i s p u e s t o s  p e r p e n d i c u l a r m e n t e  u n i d o s  e n  

s u s  p u n t o s  m e d i o s .  C a d a  u n a  d e  l a s  v i g a s  p o d r í a  s e r  e s t u d i a d a  

i n d e p e n d i e n t e m e n t e  c o n s i d e r á n d o l a s  a p o y a d a s  e n  s u s  e x t r e m o s  y  

s o m e t i d a s  a  l a  c o m b i n a c i ó n  d e  d o s  c a r g a s :  u n a  c a r g a  u n i f o r m e m e n t e  

d i s t r i b u i d a  a  l o  l a r g o  d e  s u  l o n g i t u d ,  y  u n a  c a r g a  c o n c e n t r a d a  e n  s u  

c e n t r o  i g u a l  a l  e f e c t o  d e  l a  l i g a d u r a  d e  u n a  v i g a  c o n  l a  o t r a  e n  e l  p u n t o  

d e  i n t e r s e c c i ó n  q u e  a c t u a r á  h a c i a  a b a j o  e n  u n a  v i g a  y  h a c i a  a r r i b a  e n  l a  

o t r a .  

A  e s t o s  e l e m e n t o  q u e  f o r m a  p a r t e  d e  u n  e mp a r r i l l a d o  o  e s t r u c t u r a  

r e t i c u l a d a  s e  l e  d e n o m i n a n  e l e m e n t o s  t i p o  v i g a ,  y  s o n  a q u e l l o s  q u e  

t i e n e  d o s  d e  s u s  d i m e n s i o n e s  m u c h o  m e n o r e s  q u e  l a  o t r a  y  r e c i b e  c a r g a s  

e n  e l  s e n t i d o  p e r p e n d i c u l a r  a  l a  d i m e n s i ó n  ma y o r .    
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L a  p r i n c i p a l  v e n t a j a  d e  l o s  e l e m e n t o s  d e  v i g a  e s  q u e  s o n  

g e o m é t r i c a m e n t e  s i m p l e s  y  t i e n e n  p o c o s  g r a d o s  d e  l i b e r t a d ,  c o n  l o  q u e  

e l  e s t u d i o  d e l  c o m p o r t a m i e n t o  d e  u n a  e s t r u c t u r a  c o n  e s t e  t i p o  d e  

e l e m e n t o s  p u e d e  r e s u l t a r  m á s  s e n c i l l o  q u e  r e a l i z a n d o  u n a  m o d e l i z a c i ó n  

t r i d i m e n s i o n a l .  

P e r o  e n  l a s  e s t r u c t u r a s  n a v a l e s  e l  p r o b l e m a  s e  c o m p l i c a  p o r  e l  h e c h o  

d e  q u e  l o s  r e f u e r z o s  e s t á n  u n i d o s  a  l a s  p l a n c h a s  d e l  c o s t a d o ,  f o n d o s ,  

c u b i e r t a s ,  m a mp a r o s ,  e t c .  L a  d i f i c u l t a d  e s t á  e n  q u e  l a  p l a n c h a  f o r m a  

p a r t e  i n t e g r a n t e  d e  l o s  d o s  c o n j u n t o s  d e  v i g a s  q u e  l a  r e f u e r z a n .   

M o d e r n a m e n t e  e l  d e s a r r o l l o  d e  n u e v o s  m é t o d o s  d e  c á l c u l o ,  c o mo  e l  

c á l c u l o  m a t r i c i a l  o  e l  m é t o d o  d e  l o s  e l e m e n t o s  f i n i t o s  y  l a  a y u d a  d e  l o s  

c o mp u t a d o r e s ,  p e r m i t e n  e l  a n á l i s i s  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  c o m p o n e n t e s  

d e l  c a s c o  o  d e  g r a n d e s  z o n a s  d e l  m i s m o .  

E l  a b a r a t a m i e n t o  d e  o r d e n a d o r e s  y  p r o g r a m a s  h a  c o n t r i b u i d o  a  q u e  l a  

d i f u s i ó n  d e  l a s  h e r r a m i e n t a s  d e  e l e m e n t o s  f i n i t o s  s e a  t r e m e n d a .  

C u a l q u i e r  o f i c i n a  t é c n i c a ,  p o r  p e q u e ñ a  q u e  s e a ,  l a s  t i e n e  a  s u  a l c a n c e .  

H a y  q u e  d e c i r  a  e s t e  r e s p e c t o  q u e  l a  d i f u s i ó n  d e  l a s  h e r r a m i e n t a s  n o  

s i e m p r e  s e  c o r r e s p o n d e  c o n  l a  a d e c u a d a  f o r m a c i ó n  p a r a  s u  u s o .  H o y  e n  

d í a  r e s u l t a  r e l a t i v a m e n t e  f r e c u e n t e  q u e  s e  l l e v e n  a  c a b o  c á l c u l o s  p o r  

p e r s o n a l  q u e  d e s c o n o c e  c a s i  a b s o l u t a m e n t e  l o s  f u n d a m e n t o s  d e l  M é t o d o  

d e  l o s  E l e m e n t o s  F i n i t o s  y  s u s  l i m i t a c i o n e s  y  q u e ,  p o r  t a n t o ,  e s  i n c a p a z  

d e  e v a l u a r  l a  b o n d a d  d e  l o s  r e s u l t a d o s  q u e  e s t á  o b t e n i e n d o .  
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P o r  c o n s i g u i e n t e ,  e n  e s t a  s e c c i ó n  p a r a  p o d e r  a b o r d a r  l o s  f u n d a me n t o s  

d e  “ e l  e l e m e n t o  f i n i t o ”  p o s t e r i o r m e n t e ,  s e  p l a n t e a  u n  a n á l i s i s  e s t á t i c o  

d e  u n  e l e m e n t o  t i p o  v i g a  a p o y a d o  e n  s u s  e x t r e m o s  b a s á n d o n o s  e n  l a  

t e o r í a  d e  E u l e r - B e r n o u i l l i ,  t a l  c o m o  l a  d e  u n a  v i g a  d e  u n  e m p a r r i l l a d o  

d e  u n a  c u b i e r t a .  E s t o  s e r á  f u n d a me n t a l  p a r a  f a m i l i a r i z a r n o s  c o n  l o s  

c o n c e p t o s  d e  c o n d i c i o n e s  d e  c o n t o r n o ,  e c u a c i o n e s  u s a d a s  p a r a  e l  

a n á l i s i s  m a t r i c i a l ,  o  a q u e l l a s  e c u a c i o n e s  d i f e r e n c i a l e s  q u e  d e f i n e n  e l  

c o mp o r t a m i e n t o  d e  l o s  e l e m e n t o s .  

4.3.2 Modelo matemático unidimensional 
A  c o n t i n u a c i ó n  s e  p r e s e n t a  l a  d e t e r m i n a c i ó n  d e  l a s  f u e r z a s  i n t e r n a s  

d e  u n  e l e m e n t o  v i g a  y  p o s t e r i o r m e n t e  l a  t e o r í a  d e  l a  f l e x i ó n  d e  E u l e r -

B e r n o u l l i .  L a s  p o s i b i l i d a d e s  d e  a p o y o s  d e  u n a  v i g a  e n  s u s  e x t r e m o s  s o n  

d i v e r s a s :  e x t r e m o s  a r t i c u l a d o s ,  e m p o t r a d o s  o  a p o y a d o s ,  e n  e l  q u e  c a d a  

u n o  p o s e e  u n a  r e s t r i c c i ó n  d e t e r m i n a d a  d e  g r a d o s  d e  l i b e r t a d .  D e s e a n d o  

n o  s e r  e x c e s i v a m e n t e  e s p e s o s  e n  l o s  c á l c u l o s ,  c o m p r u é b e s e  q u e  h e m o s  

t o m a d o  c o m o  c o n d i c i o n e s  d e  b o r d e  u n a  v i g a  b i a p o y a d a  e n  l o s  e x t r e m o s ,  

t a l  c o mo  s e  c o n s i d e r a  p a r a  u n a  p r i m e r a  a p r o x i m a c i ó n  a l  a n á l i s i s  d e  

l o n g i t u d i n a l e s  p e r t e n e c i e n t e  a  u n  e mp a r r i l l a d o  d e  c u b i e r t a .   

 

4.3.2.1 Fuerzas internas 
S a b e m o s  q u e  l a s  f u e r z a s  i n t e r n a s  i n v o l u c r a n  t r e s  i n c ó g n i t a s :  u n a  

f u e r z a  a x i a l ,  u n a  f u e r z a  c o r t a n t e  y  u n  m o m e n t o ,  p o r  l o  t a n t o  c o n o c i e n d o  

l a s  f u e r z a s  d e  e x t r e m o  y  a p l i c a n d o  e l  m é t o d o  d e  l a s  s e c c i o n e s  e n  

c u a l q u i e r  p u n t o  d e  l a  v i g a  n o s  d a r í a  c o mo  r e s u l t a d o  u n  t r a m o  d e  v i g a  

e s t á t i c a m e n t e  d e t e r m i n a d o  c o n  t r e s  e c u a c i o n e s  e s t á t i c a s  d i s p o n i b l e s  y  

t r e s  i n c ó g n i t a s  p o r  d e t e r m i n a r .   O b s e r v e m o s  q u e  l a  c l a v e  e s  c o n o c e r  l a s  

f u e r z a s  d e  e x t r e m o  d e  e l e m e n t o ,  e s  d e c i r ,  a q u e l l a s  q u e  s e  e j e r c e n  e n  l a s  

u n i o n e s  c o n  l o s  o t r o s  e l e m e n t o s  p e r t e n e c i e n t e s  a l  s i s t e m a  e s t r u c t u r a l  y  

d e  a h í  p r o c e d e r  a  d e t e r m i n a r  l a s  f u e r z a s  i n t e r n a s  p o r  l a  e s t á t i c a .   

P o d e mo s  c o n c l u i r  q u e  e l  e l e m e n t o  a  a n a l i z a r  e s  e s t á t i c a m e n t e  

d e t e r m i n a d o ,  a s í  p e r t e n e z c a  a  u n  s i s t e m a  i n d e t e r m i n a d o .  
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T e n i e n d o  e n  c u e n t a  e s t a s  c o n s i d e r a c i o n e s  a i s l a m o s  n u e s t r o  e l e m e n t o  

t i p o  v i g a ,   c o n s i d e r a m o s  s u s  f u e r z a s  e x t r e m a s  c o m o  f u e r z a s  d e  r e a c c i ó n  

y   l o  a n a l i z a m o s  h a s t a  e n c o n t r a r  l a s  f u e r z a s  i n t e r n a s :  

   

N o t e m o s  q u e  a l  p a r t i r  e l  e l e m e n t o ,  u n a  s e c c i ó n  e j e r c e  s o b r e  l a  o t r a  

f u e r z a s  e q u i v a l e n t e s  a  u n  a p o y o  d e  e m p o t r a m i e n t o ,  p o d e mo s  d e c i r ,  q u e  

l a s  c o n e x i o n e s  q u e  s e  g e n e r a n  a  l o  l a r g o  d e l  e l e m e n t o  s o n  u n i o n e s  

r í g i d a s  y  l a s  f u e r z a s  e n  c a d a  s e c c i ó n  s o n  i g u a l e s  y  d e  s e n t i d o  c o n t r a r i o .  

P a r a  e l  e s t u d i o  d e  l o s  e l e m e n t o s  t i p o  v i g a  s e  u t i l i z a  l a  s i g u i e n t e  

c o n v e n c i ó n :  

C o r t a n t e :  L a s  f u e r z a s  c o r t a n t e s  p o s i t i v a s  s o n  a q u e l l a s  q u e  p r o d u c e n  

u n a  r o t a c i ó n  h o r a r i a  d e l  e l e m e n t o .  

  

M o m e n t o :  L o s  mo m e n t o s  p o s i t i v o s  s o n  a q u e l l o s  q u e  p r o d u c e n  

c o n c a v i d a d  h a c í a  a r r i b a  e n  e l  e l e m e n t o  h o r i z o n t a l  o  t r a c c i o n e s  e n  l a  

f i b r a  i n f e r i o r .   P a r a  e l e m e n t o s  v e r t i c a l e s  e s t a  c o n v e n c i ó n  s e  p u e d e  

c o mp l i c a r  u n  p o c o  p o r  l o  t a n t o  r e g i r á  e l  c r i t e r i o  d e  d i b u j a r  e l  d i a g r a m a  

d e  mo m e n t o s  p a r a  l a  c a r a  t r a c c i o n a d a .  
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F u e r z a  a x i a l :  S e  c o n s i d e r a  u n a  f u e r z a  a x i a l  p o s i t i v a  c u a n d o  e l l a  

i mp l i c a  t r a c c i ó n  e n  e l  e l e m e n t o .  

R e l a c i ó n  e n t r e  mo m e n t o ,  c o r t a n t e  y  c a r g a  

 S e  p u e d e  e n c o n t r a r  u n a  r e l a c i ó n  c o n  l a s  f u e r z a s  i n t e r n a s  d e  c o r t a n t e  

y  mo m e n t o  p o r  m e d i o  d e l  s i g u i e n t e  a n á l i s i s  d e  u n a  s e c c i ó n  

i n f i n i t e s i m a l  d e l  e l e m e n t o .  

 

A p l i c a n d o  e q u i l i b r i o  a  l a  s e c c i ó n  d e  v i g a  i n d i c a d a  t e n e m o s :  

 

 

i n t e g r a n d o  a  a mb o s  l a d o s ,  t e n e m o s :  

 

L a  v a r i a c i ó n  d e l  c o r t a n t e  e n  u n  t r a m o  d e  v i g a  d a d o  e s  i g u a l  a l  á r e a  

b a j o  l a  c u r v a  d e  c a r g a .  D i v i d i e n d o  p o r   d L  a  a mb o s  l a d o s  t e n e mo s :  

,   d o n d e  p o d e mo s  d e c i r  q u e  l a  p e n d i e n t e  a  l a  c u r v a  d e l  

d i a g r a m a  d e  c o r t a n t e  e s  i g u a l  a l  n e g a t i v o  d e  l a  c a r g a  d i s t r i b u i d a .  

A h o r a  c o n  l a  e c u a c i ó n  d e  mo m e n t o s  t e n e mo s :  
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C o n s i d e r a n d o  u n a  l o n g i t u d  m u y  p e q u e ñ a  d e l  t r o z o  d e  v i g a  a n a l i z a d o ,  

e l  t é r m i n o  c o n  d L 2  s e  a p r o x i m a  a  c e r o ,  y  l a  e c u a c i ó n  n o s  q u e d a :  

 

I n t e g r a n d o :  

 

d o n d e  l a  s e g u n d a  i n t e g r a l  r e p r e s e n t a  e l  á r e a  b a j o  l a  c u r v a  d e l  d i a g r a m a  

d e  c o r t a n t e s  e n  u n  t r a m o  d e  v i g a  d a d o  y  p o d e m o s  c o n c l u i r  q u e  l a  

v a r i a c i ó n  d e l  d i a g r a m a  d e  m o m e n t o s  e n  u n  t r a mo  d e  v i g a s  e s  i g u a l  a l  

á r e a  b a j o  l a  c u r v a  d e l  d i a g r a m a  d e  c o r t a n t e .  

D i v i d i e n d o  a  a mb o s  l a d o s  p o r  d L ,  t e n e m o s :  

 

d o n d e  l a  p e n d i e n t e  d e l  d i a g r a m a  d e  m o m e n t o s  e n  c u a l q u i e r  p u n t o  e s  

i g u a l  a l  v a l o r  d e l  c o r t a n t e  e n  e s e  p u n t o .  

V i g a  s i m p l e m e n t e  a p o y a d a  c o n  u n a  c a r g a  d i s t r i b u i d a  u n i f o r m e m e n t e  

 

T o m a r e mo s  e l  e j e m p l o  d e  u n  e l e m e n t o  s i m p l e ,  c o n  f u e r z a s  d e  e x t r e m o  

e q u i v a l e n t e s  a  u n i o n e s  d e  a r t i c u l a c i ó n ,  y  h a l l a r e m o s  l o s  d i a g r a m a s  d e  

m o m e n t o  y  c o r t e 5:  

                                                 
5 Ver Anexo 1 
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S e  d e b e  p a r t i r  p o r  e n c o n t r a r  l a s  f u e r z a s  d e  e x t r e m o  d e l  e l e m e n t o  y  s e  

r e c a l c a  q u e  e l  e l e m e n t o ,  a s í  p e r t e n e z c a  a  u n  s i s t e m a  e s t r u c t u r a l  

c o mp u e s t o ,  d e b e  e s t a r  e n  e q u i l i b r i o  e s t á t i c o ,  c u m p l i r  c o n  l a s  e c u a c i o n e s  

d e  e q u i l i b r i o ,  c o n s i d e r a n d o  t a n t o  l a s  f u e r z a s  d e  e x t r e m o  o  u n i ó n  a l  

s i s t e m a  c o m o  l a s  f u e r z a s  e x t e r n a s  a c t u a n d o  s o b r e  é l .  

      F u e r z a s  d e  r e a c c i ó n :   

 

      F u e r z a s  i n t e r n a s :  A p l i c a c i ó n  d e l  m é t o d o  d e  l a s  s e c c i o n e s .   

 

∑ =−−= 0
2

VwxwLFv
 

 

 

P o r  o t r o  l a d o :  

 

Notemos que el término wL/2 es la sección en el 
extremo izquierdo del elemento, por lo tanto este 
se puede expresar como V= Ay – wx ; que sería 

una función lineal. 
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D e t e r m i n e m o s  a h o r a  e l  v a l o r  d e l  mo m e n t o  m á x i m o  c o n s i d e r a n d o  q u e  

e s t e  s e  p r e s e n t a  c u a n d o  e l  c o r t a n t e  e s  c e r o  ( s i e m p r e  u n a  p e n d i e n t e  i g u a l  

a  c e r o  m u e s t r a  l o s  p u n t o s  m á x i mo s  y  m í n i m o s  d e  u n a  c u r v a ) .  

 c u a n d o  ,  r e e m p l a z a n d o  e n  l a  e c u a c i ó n  d e  mo m e n t o s  

t e n e m o s :  

 

 

  p a r a      

 

P o r  t a n t o  e l  d i a g r a m a  d e  c o r t a n t e  y  m o m e n t o s  q u e d a r í a  a s í :  
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P u n t o s  c r í t i c o s  e n  u n  d i a g r a m a  d e  m o m e n t o s :                                                

A s u m i e n d o  q u e  e l  e l e m e n t o  e s t u d i a d o  p e r t e n e c e  a  u n  s i s t e m a  

e s t r u c t u r a l  c o m p l e j o ,  a n a l i z a r e m o s  u n a  v i g a  c o n  mo m e n t o s  e n  a m b o s  

e x t r e m o s  q u e  r e p r e s e n t a n  l a  u n i ó n  c o n  o t r o s  e l e m e n t o s  o  s u  c o n t i n u i d a d  

d e s p u é s  d e  u n  a p o y o .  
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L   L u z  d e l  e l e m e n t o      

W  C a r g a  d i s t r i b u i d a ,  w      

V e   
  

C o r t a n t e  e s t á t i c o  d e b i d o  a  l a  

c a r g a  w .   S e  d e n o m i n a  e s t á t i c o  

p o r q u e  s e  c a l c u l a  c o mo  s i  e l  

e l e m e n t o  n o  t u v i e r a  

c o n t i n u i d a d .   

V h   
  

C o r t a n t e  h i p e r e s t á t i c o .  

D e b i d o  a  l o s  mo m e n t o s  d e  u n i ó n  

o  c o n t i n u i d a d .   E l  s i g n o  

d e p e n d e  d e  l o s  v a l o r e s  d e  l o s  

m o m e n t o s  p e r o  s i e m p r e  d e b e n  

f o r m a r  u n  p a r  d e  f u e r z a s .   

V t o t a l        

M -   M a   M b   M o m e n t o s  d e  c o n t i n u i d a d ,  

p o r  l o  g e n e r a l  p a r a  c a r g a s  

d i s t r i b u i d a s  h a c i a  a b a j o  

p r o d u c e n  m o m e n t o s  n e g a t i v o s  o  

l o  q u e  e s  l o  m i s m o ,  t r a c c i o n e s  

e n  l a  f i b r a  s u p e r i o r .   E n  c a s o  d e  

c o l u m n a s  s e  d e b e  a n a l i z a r  b i e n  

e l  s i g n o   

M +   
  

M o m e n t o  m á x i mo ,  s i  l o s  

m o m e n t o s  d e  c o n t i n u i d a d  s o n  

m u y  g r a n d e s  y  l a  c a r g a  e s  

p e q u e ñ a  n o  a l c a n z a  a  d a r  

v a l o r e s  p o s i t i v o s .   C a l c u l a n d o  

p o r  a mb o s  l a d o s  d e b e  d a r  e l  

m i s m o  v a l o r   

P I   P u n t o s  d e  i n f l e x i ó n   
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4.3.2.2 Modelo de flexión: Teoría de Euler-Bernoulli 

L a  t e o r í a  d e  l a  f l e x i ó n  e n  v i g a s  s e  f u n d a m e n t a  e n  l o s  c o n c e p t o s  d e  

e q u i l i b r i o ,  c o mp a t i b i l i d a d  y  l e y e s  c o n s t i t u t i v a s :  

C o n d i c i o n e s  d e  e q u i l i b r i o . -  L a s  f u e r z a s  q u e  a c t ú a n  e n  l o s  e x t r e m o s  

d e  c a d a  p i e z a  d e b e n  s e r  t a l e s  q u e  m a n t e n g a n  é s t a  e n  e q u i l i b r i o .  

A d e má s ,  l a  r e s u l t a n t e  d e  l a s  f u e r z a s  e n  l o s  e x t r e m o s  d e  t o d a s  l a s  b a r r a s  

q u e  c o n c u r r e n  e n  u n  n u d o  c u a l q u i e r a  d e b e  s e r  i g u a l  a  l a  c a r g a  e x t e r i o r  

a p l i c a d a  e n  d i c h o  n u d o .   

∑ = 0F        

L e y  d e  h o o k e . -  L a s  f u e r z a s  a c t u a n d o  e n  l o s  e x t r e m o s  d e  c a d a  b a r r a  y  

l o s  m o v i m i e n t o s  d e  d i c h o s  e x t r e m o s  d e b e n  s a t i s f a c e r  l a s  e c u a c i o n e s  

d e d u c i d a s  d e l  d i a g r a m a  t e n s i ó n - d e f o r m a c i ó n  d e l  m a t e r i a l  d e  q u e  e s t á  

f o r m a d a  l a  b a r r a .  

     

                         K :  r i g i d e z  a  f l e x i ó n  

C o n d i c i o n e s  d e  c o m p a t i b i l i d a d . -  L o s  m o v i m i e n t o s  d e  l o s  e x t r e mo s  d e  

c a d a  b a r r a  d e b e n  s e r  c o m p a t i b l e s  c o n  l o s  d e  l o s  n u d o s  a  l o s  c u a l e s  e s t á  

u n i d a  d i c h a  b a r r a .   

Δ 1  =  Δ 2    E n  p u n t o s  d e  c o n t a c t o        ( Δ  =  D e f o r m a c i ó n  e n  u n  

p u n t o )  

θ 1  =  θ 2   E n  u n i o n e s  r í g i d a s     ( θ  =  A n g u l o  d e  d e f o r m a c i ó n )            

θ  =  0         E n  e mp o t r a m i e n t o s  

L a s  v i g a s  d e  E u l e r - B e r n o u i l l i ,  p o r  s u  p a r t e ,  n o  t i e n e n  e n  c u e n t a  l a  

d e f o r m a c i ó n  t r a n s v e r s a l  p o r  c o r t a n t e  ( c o mo  s i  h a c e  l a  d e  T i mo s h e n k o ) ,  

e s  d e c i r ,  a s u m e n  q u e  l a s  s e c c i o n e s  p l a n a s  p e r p e n d i c u l a r e s  a l  e j e  d e  l a  
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v i g a  p e r m a n e c e n  p l a n a s  y  p e r p e n d i c u l a r e s  a  d i c h o  e j e  d e s p u é s  d e  l a  

d e f o r m a c i ó n .  D e b e n  e m p l e a r s e  s o l a m e n t e  p a r a  m o d e l i z a r  e l  

c o mp o r t a m i e n t o  d e  v i g a s  e s b e l t a s ,  e n  l a s  q u e  l a s  d i m e n s i o n e s  d e  l a  

s e c c i ó n  t r a n s v e r s a l  s o n  p e q u e ñ a s  c o mp a r a d a s  c o n  l a  d i m e n s i ó n  

l o n g i t u d i n a l  ( p a r a  v i g a s  n o r m a l e s  e s t o  p u e d e  s e r  d e l  o r d e n  d e  1 / 1 5 ) .  

E s  d e c i r ,  b a s á n d o n o s  e n  l a  t e o r í a  d e  E u l e r - B e r n o u l l i :  

1 .  U n a  s e c c i ó n  p l a n a  p e r m a n e c e  p l a n a  d e s p u é s  d e  l a  d e f l e x i ó n .  

( E u l e r  -  B e r n o u l l i )   

 

2 .  L a  s e c c i ó n  p l a n a  d e f o r m a d a  p e r m a n e c e  p e r p e n d i c u l a r  a  l a s  

f i b r a s  d e  d e f o r m a c i ó n  n u l a  ( e j e  n e u t r o )    
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C o n  e s t a s  d o s  c o n c l u s i o n e s  y  a p l i c a n d o  l o s  t r e s  t i p o s  d e  e c u a c i o n e s  

e n  q u e  s e  b a s a  l a  f l e x i ó n  d e  v i g a s ,  p o d e mo s  e n c o n t r a r  l o s  

d e s p l a z a m i e n t o s  d e l  e j e  n e u t r o  e n  f u n c i ó n  d e  l o s  m o m e n t o s  i n t e r n o s  M .  

•          E c u a c i o n e s  d e  e q u i l i b r i o  i n t e r n o   

 

 

P e r o  o b s e r v a n d o  p r o p o r c i o n a l i d a d ,  v e m o s  q u e :    

   

s i e n d o  C  e l  p u n t o  d e  m á x i m a  t e n s i ó n ,  y / o  d e  m a y o r    

d i s t a n c i a  a l  e j e  n e u t r o ) .  L u e g o :  

 

            
 

s i e n d o  I  e l  m o m e n t o  d e  i n e r c i a .  
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•          C o m p a t i b i l i d a d  i n t e r n a  

A  c o n t i n u a c i ó n  o b s e r v e m o s  e l  t r i á n g u l o  p e q u e ñ o  d e  l a  f i g u r a  

a n t e r i o r :  

   

p e r o :   

  

 

 

e  i g u a l m e n t e  p a r a  e l  t r i á n g u l o  g r a n d e :  

L o n g i t u d  d e  a r c o  =   

I g u a l a n d o  t r i á n g u l o  p e q u e ñ o  c o n  t r i á n g u l o  g r a n d e :  

 

 

o  q u e  e s  l o  m i s m o  l a  r e l a c i ó n  d e  c u r v a t u r a  c o n  l a  d e f o r m a c i ó n  d e  l a s  

f i b r a s  i n t e r n a s .  
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•          L e y  d e  e l a s t i c i d a d  

          ∈ m a x  =  
E
maxσ

      

s i e n d o  E  e l  m ó d u l o  d e  e l a s t i c i d a d  d e l  m a t e r i a l  d e  l a  v i g a .  

R e e mp l a z a n d o  e n  c o mp a t i b i l i d a d  i n t e r n a :  

 

R e e mp l a z a n d o  e n  e q u i l i b r i o :  

 
       (σm a x =  

I
MC

)      

q u e  e s  l a  r e l a c i ó n  d e  l a  c u r v a t u r a  c o n  l a s  f u e r z a s  i n t e r n a s  

 

y  t r a n s f o r m a n d o  e n  l a  e c u a c i ó n :
 

        

q u e  d e n o m i n a r í a mo s  “ r e l a c i ó n  t a n g e n t e  d e  l a  c u r v a  d e  d e f o r m a c i ó n  c o n  

f u e r z a s  i n t e r n a s ” .  

F a l t a  r e l a c i o n a r  l a  d e f o r m a c i ó n  e n  c a d a  p u n t o  “ y ”  c o n  l a s  f u e r z a s  

i n t e r n a s ;  y  =  f n  ( x ) .  S e  d e mu e s t r a  p o r  g e o m e t r í a  D i f e r e n c i a l  q u e :  

   R e l a c i ó n  d e  c u r v a t u r a  
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C o n s i d e r a n d o  q u e  l a s  d e f o r m a c i o n e s  s o n  p e q u e ñ a s ,  e l  t é r m i n o  

e l e v a d o  a l  c u a d r a d o  e n  e l  d e n o m i n a d o r  s e  a p r o x i m a  a  c e r o ,  y  q u e d a :   

;  

E l  v a l o r  d e  l a  p e n d i e n t e  e n  e s e  p u n t o  e s :  

  

y  c o mo  v e í a m o s  a n t e r i o r m e n t e :          

 

P o r  t a n t o ,  q u e d a :  

  

E c u a c i ó n  q u e  r e l a c i o n a  d e f l e x i ó n  c o n  f u e r z a s  i n t e r n a s .  

P o r  o t r o  l a d o ,  c o mo  v i m o s  e n  l a  s e c c i ó n  d e  f u e r z a s  i n t e r n a s :  

→=
dx
dVW

 
       P e n d i e n t e  d e  l a  c u r v a  d e  c o r t e  

→=
dx

dMV
        

P e n d i e n t e  d e  l a  c u r v a  d e  m o m e n t o  

E n t o n c e s  s i :  

  ;  
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y  t r a n s f o r m a n d o :   

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== 2

2

dx
ydEI

dx
d

dx
dMV

 

y  

   

S i  E I  =  c o n s t a n t e ;  e n t o n c e s :  

      

E s t a  e s  l a  e c u a c i ó n  d i f e r e n c i a l  q u e  d e s c r i b e  e l  e q u i l i b r i o  d e  u n a  v i g a  

s o m e t i d a  a  u n a  c a r g a  u n i f o r m e  W  a  l o  l a r g o  d e  s u  l o n g i t u d  y  a p o y a d a  e n  

s u s  e x t r e m o s .   

S i  e s t a b l e c e m o s  q u e  e n  l o s  l í m i t e s  d e  l a  v i g a  e l  v a l o r  d e  y  s e a  n u l o ,  

d a d o  q u e  e n  e s t e  p u n t o  n o  e x i s t e  d e f o r m a c i ó n ,  e n t o n c e s  e x i s t e n  c u a t r o  

c o n d i c i o n e s  d e  f r o n t e r a  ( o  d e  c o n t o r n o )  d e  l a  v i g a :   

y ( 0 ) = y ( L ) = y ” ( 0 ) = y ” ( L ) = 0 ,                                                                                  

s i e n d o  “ L ”  l a  l o n g i t u d  d e  l a  v i g a .  
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4.4 Fundamentos del Método de los Elementos Finitos 

4.4.1 Introducción 

L a s  l i m i t a c i o n e s  d e  l a  m e n t e  h u m a n a  s o n  t a l e s  q u e  n o  p u e d e  c a p t a r  e l  

c o mp o r t a m i e n t o  d e l  c o mp l e j o  mu n d o  q u e  l a  r o d e a  e n  u n a  s o l a  o p e r a c i ó n  

g l o b a l .  P o r  e l l o ,  u n a  f o r m a  n a t u r a l  d e  p r o c e d e r  d e  i n g e n i e r o s  o  

c i e n t í f i c o s  c o n s i s t e  e n  s e p a r a r  l o s  s i s t e m a s  e n  s u s  c o mp o n e n t e s  

i n d i v i d u a l e s ,  o  “ e l e m e n t o s ” ,  c u y o  c o m p o r t a m i e n t o  p u e d a  c o n o c e r s e  s i n  

d i f i c u l t a d ,  y  a  c o n t i n u a c i ó n  r e c o n s t r u i r  e l  s i s t e m a  o r i g i n a l  p a r a  

e s t u d i a r l o  a  p a r t i r  d e  d i c h o s  c o mp o n e n t e s .  

 

E n  mu c h o s  c a s o s  s e  o b t i e n e  u n  m o d e l o  a d e c u a d o  u t i l i z a n d o  u n  

n ú me r o  f i n i t o  d e  c o mp o n e n t e s  b i e n  d e f i n i d o s .  A  t a l e s  p r o b l e m a s  l o s  

d e n o m i n a r e m o s  d i s c r e t o s .  E n  o t r o s ,  l a  s u b d i v i s i ó n  p r o s i g u e  

i n d e f i n i d a m e n t e  y  e l  p r o b l e m a  s ó l o  p u e d e  d e f i n i r s e  h a c i e n d o  u s o  d e  l a  

f i c c i ó n  m a t e m á t i c a  d e  i n f i n i t é s i m o .  E l l o  n o s  c o n d u c e  a  e c u a c i o n e s  

d i f e r e n c i a l e s  o  e x p r e s i o n e s  e q u i v a l e n t e s  c o n  u n  n ú me r o  i n f i n i t o  d e  

e l e m e n t o s  i m p l i c a d o s .  A  t a l e s  s i s t e m a s  l o s  l l a m a r e m o s  c o n t i n u o s .  

 

C o n  e l  u s o  d e  c o mp u t a d o r a s ,  l o s  p r o b l e m a s  d i s c r e t o s  p u e d e n  

r e s o l v e r s e  g e n e r a l m e n t e  s i n  d i f i c u l t a d ,  p e r o  c o mo  l a  c a p a c i d a d  d e  e s t a s  

e s  l i m i t a d a ,  l o s  p r o b l e m a s  c o n t i n u o s  s ó l o  s e  p u e d e n  r e s o l v e r  d e  f o r m a  

e x a c t a  m e d i a n t e  m a n i p u l a c i o n e s  m a t e m á t i c a s .   

 

P a r a  v e n c e r  l a  i n f r a n q u e a b i l i d a d  q u e  s u p o n e  l a  s o l u c i ó n  d e  p r o b l e m a s  

c o n t i n u o s  r e a l e s ,  l o s  i n g e n i e r o s ,  s e  e n f r e n t a n  a l  p r o b l e m a  c r e a n d o  u n a  

a n a l o g í a  e n t r e  e l e m e n t o s  d i s c r e t o s  r e a l e s  y  p o r c i o n e s  f i n i t a s  d e  u n  

d o m i n i o  c o n t i n u o .  

 

E l  M é t o d o  d e  l o s  E l e m e n t o s  F i n i t o s  e s  h o y  e n  d í a ,  e l  p r o c e d i m i e n t o  

m á s  p o t e n t e  p a r a  e l  a n á l i s i s  d e  e s t r u c t u r a s  d e  c a r á c t e r  u n i d i m e n s i o n a l ,  

b i d i m e n s i o n a l  o  t r i d i m e n s i o n a l  s o m e t i d a s  a  l a s  a c c i o n e s  e x t e r i o r e s  m á s  

d i v e r s a s .  
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A u n q u e  l a s  e s t r u c t u r a s  c o n t i n u a s  s o n  i n h e r e n t e m e n t e  

t r i d i m e n s i o n a l e s  e n  a l g u n o s  c a s o s  s u  c o m p o r t a m i e n t o  p u e d e  d e s c r i b i r s e  

a d e c u a d a m e n t e  p o r  mo d e l o s  m a t e m á t i c o s  u n i d i m e n s i o n a l e s  o  

b i d i m e n s i o n a l e s .   

 

L a  f o r m a  m á s  e l e g a n t e  d e  e x p l i c a r  l o s  f u n d a m e n t o s  m a t e m á t i c o s  d e l  

M E F  p a r t e  d e  l a  t e o r í a  d e  e s p a c i o s  n o r m a d o s  y  u t i l i z a  l o s  c o n c e p t o s  d e l  

a n á l i s i s  f u n c i o n a l .  

 

S i n  e m b a r g o ,  d e s d e  e l  p u n t o  d e  v i s t a  p e d a g ó g i c o ,  i n i c i a r  e l  e s t u d i o  

d e l  M E F  s i t u á n d o s e  e n  e s t e  m a r c o  p u r a m e n t e  m a t e m á t i c o  t i e n e  s e r i o s  

i n c o n v e n i e n t e s  p a r a  l o s  t é c n i c o s .  S e  r e q u i e r e  u n  t i e m p o  y  e s f u e r z o  

c o n s i d e r a b l e  p a r a  m a n e j a r  c o n  s o l t u r a  e s t o s  c o n c e p t o s .  

 

P o r  t a n t o ,  e l  M . E . F  s e  d e s c r i b i r á  d i r e c t a m e n t e  s o b r e  u n  c a s o  t í p i c o  d e  

d e s p l a z a m i e n t o  ( c o m o  l a  m a y o r  p a r t e  d e  l a  b i b l i o g r a f í a  q u e  p u e d a  

e n c o n t r a r s e  s o b r e  e l  m é t o d o ) ,  p a s o  p o r  p a s o ,  m u y  d e t a l l a d a m e n t e ,  d e s d e  

e l  p u n t o  d e  v i s t a  t é c n i c o ,  e v i t a n d o  t e o r í a s  a b s t r a c t a s  y  a l e j a d a s  d e  l a s  

a p l i c a c i o n e s  p r á c t i c a s  e n  l a s  q u e  l o s  i n g e n i e r o s  e s t a m o s  i n t e r e s a d o s .  

 

4.4.2 Introducción al método de los elementos finitos 

E l  p r o b l e m a  c o n s i s t e  e n  h a l l a r  l o s  d e s p l a z a m i e n t o s  d e  u n a  v i g a  

a p o y a d a  e n  s u s  e x t r e mo s  c a r g a d a  u n i f o r m e m e n t e  a  l o  l a r g o  d e  s u  

l o n g i t u d .  L a  e c u a c i ó n  d e  e q u i l i b r i o  d e  u n a  v i g a  c a r g a d a  u n i f o r m e m e n t e  

c o n  u n a  c a r g a  d i s t r i b u i d a  W  y  a p o y a d a  e n  l o s  e x t r e m o s ,  t a l  c o mo  v i m o s  

e n  l a  s e c c i ó n  a n t e r i o r ,  e s :  

 

)
dx

ydEI(
dx
dW

2

2

2

2

=  

C u y a s  c o n d i c i o n e s  d e  c o n t o r n o  s o n  y ( 0 ) = y ( L ) = y ” ( 0 ) = y ” ( L ) = 0 ,                    

s i e n d o  “ L ”  l a  l o n g i t u d  d e  l a  v i g a .  
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S i e n d o  E ,  e l  m ó d u l o  d e  Y o u n g ,  I  e l  mó d u l o  d e  i n e r c i a ,  e  y  l a  f l e c h a  

e n  l a  v i g a .   

 

E l  m é t o d o  d e  l o s  e l e m e n t o s  f i n i t o s  c o n s t a  d e  l a s  s i g u i e n t e s  f a s e s :  

 

1 .  D i v i s i ó n  e n  e l e m e n t o s  f i n i t o s  o  d i s c r e t i z a c i ó n  d e l  d o m i n i o . -  E s t a  

f a s e  d i v i d e  e l  e l e m e n t o  t i p o  v i g a  e n  e l e m e n t o s  f i n i t o s  i n t e r c o n e c t a d o s  

e n t r e  s í  m e d i a n t e  n o d o s  q u e  e s t á n  s i t u a d o s  g e n e r a l m e n t e  e n  l o s  b o r d e s  

d e  l o s  e l e m e n t o s .   C o n s i d e r a m o s  u n a  b a r r a  l a r g a  y  d e l g a d a  s u j e t a  a  

c o n d i c i o n e s  d e  f r o n t e r a .  

 

 
2 .  E l e g i r  l a s  f u n c i o n e s  d e  a p r o x i m a c i ó n . -  S e  d e s a r r o l l a n  

e c u a c i o n e s  p a r a  a p r o x i m a r  l a  s o l u c i ó n  d e l  p r o b l e m a .   

 

A l  s u p o n e r s e  l a  v i g a  i n d e f o r m a b l e  l o n g i t u d i n a l m e n t e  t e n d r á  

ú n i c a m e n t e  4  g r a d o s  d e  l i b e r t a d  q u e  c o r r e s p o n d e n  a  l o s  d e s p l a z a m i e n t o s  

1φ , 1θ , 2φ , 2θ .  S e  a d m i t e  q u e  l a s  d e f o r m a c i o n e s  e n  f l e x i ó n  s o n  p e q u e ñ a s  

y ,  p o r  t a n t o ,  

dx
dφθ =  
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L a  s o l u c i ó n  má s  s i mp l e  e s  u n  p o l i n o m i o  d e  t e r c e r  g r a d o  c o n  4  

p a r á m e t r o s ,  i g u a l  a  l o s  g r a d o s  d e  l i b e r t a d :  

 
3

4
2

321 xxx)x()x(y ααααφ +++=≈     [ 1 ]  

 

L a s  f u n c i o n e s  d e  a p r o x i m a c i ó n  s e  s u e l e n  e l e g i r  q u e  s e a n  p o l i n o m i o s ,  

d e b i d o  a  s u  f a c i l i d a d  p a r a  i n t e g r a r  y  d e r i v a r .  

 

L o s  p a r á m e t r o s  α i  s e  o b t i e n e n  p a r t i c u l a r i z a n d o  l a  e x p r e s i ó n  a n t e r i o r  

e n  l o s  n o d o s ,  
2
14

2
131211 xxx ααααφ +++=  

2
141321 x3x2 αααθ ++=  

2
24

2
232212 xxx ααααφ +++=

 
2
242322 x3x2 αααθ ++=  

 

S i n  e m b a r g o ,  e s  m á s  c o n v e n i e n t e  r e p r o d u c i r  e l  c a m p o  d e  

d e s p l a z a m i e n t o s  e n  f u n c i ó n  d e  l o s  p a r á m e t r o s  n o d a l e s  1φ , 1θ , 2φ , 2θ .  P a r a  

e l l o ,  s u s t i t u i m o s  l o s  p a r á m e t r o s  α i  u n a  v e z  o b t e n i d o s  e n  l a  e c u a c i ó n  

[ 1 ] ,  y  s e  o b t i e n e :  

 

22221111 NNNN)x( θφθφφ θφθφ +++=  

 

S i e n d o  2211 N,N,N,N θφθφ  l a s  f u n c i o n e s  d e  i n t e r p o l a c i ó n  d e l  e l e m e n t o .  

E s  d e c i r ,  

 

}e{]N[)x( e δφ =  

 

s i e n d o  }e{δ  e l  v e c t o r  d e  p a r á m e t r o s  n o d a l e s  d e l  e l e m e n t o  f i n i t o  e .  
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U n a  v e z  o b t e n i d o s  y  s u s t i t u i d o s  l o s  p a r á m e t r o s  e n  l a  e c u a c i ó n  [ 1 ] ,  s e  

o b t i e n e :  

3

12

1

2

12

1
1 xx

xx
xx
xx31N ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

−=φ  

 

2

12

1
11 1

xx
xx)xx(N ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

−=θ  

 
 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

−+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
12

1

2

12

1
2 xx

xx23
xx
xxNφ  
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

−
−

= 1
xx
xx

xx
)xx(N

12

1

12

2
1

2θ  

 

 
 

C o mo  x 1 = 0  y  x 2 = L ,  l a s  a n t e r i o r e s  f u n c i o n e s  d e  f o r m a  s e  r e d u c e n  a :  

3

3

2

2

1 L
x2

L
x31N +−=φ  

2

32

1 L
x

L
x2xN +−=θ      [ 2 ]  

3

3

2

2

2 L
x2

L
x3N −=φ  

2

32

2 L
x

L
xN +−=θ  

 

E n  r e s u m e n ,  a l  s u p o n e r  q u e  l a s  f u n c i o n e s  d e  a p r o x i m a c i ó n  φ  v a r í a n  

s e g ú n  u n  p o l i n o m i o  d e  t e r c e r  g r a d o  e n t r e  l o s  v a l o r e s  d e  l a s  f u n c i o n e s  

d e  a p r o x i m a c i ó n  1φ  y  2φ  e n  l o s  n o d o s ,  l a s  f u n c i o n e s  d e  i n t e r p o l a c i ó n  N i  

p e r m i t e n  c a l c u l a r  l a  s o l u c i ó n  d e  u n  p u n t o  c u a l q u i e r a  d e l  e l e m e n t o  e n  

f u n c i ó n  d e  l a s  s o l u c i o n e s  a p r o x i m a d a s  e n  l o s  n o d o s .  

 

3 .  M a t r i c e s  l o c a l e s .  E s t a  f a s e  d e l  m é t o d o  d e  l o s  e l e m e n t o s  f i n i t o s  

c o n s i s t e  e n  o b t e n e r  u n  a j u s t e  ó p t i mo  d e  l a  s o l u c i ó n  q u e  p e r m i t a  c a l c u l a r  

l o s  p a r á m e t r o s  n o d a l e s  d e l  e l e m e n t o ,  e n  f u n c i ó n  d e  s u s  p r o p i e d a d e s .  E n  

n u e s t r o  c a s o  e s t a s  p r o p i e d a d e s  s o n ,  e l  m ó d u l o  d e  y o u n g  y  e l  m ó d u l o  d e  

i n e r c i a 6.  

                                                 
6  Ver Anexo 2 
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L a  c u a n t i f i c a c i ó n  d e  e s t o s  p a r á m e t r o s  p u e d e  r e a l i z a r s e  d e  a c u e r d o  

c o n  d i f e r e n t e s  m e t o d o l o g í a s .  L a  q u e  a q u í  s e  d e s c r i b e  c o r r e s p o n d e  a l  

m é t o d o  d e  l o s  r e s i d u o s  p o n d e r a d o s .  

 

E l  m é t o d o  d e  l o s  r e s i d u o s  p o n d e r a d o s  o  t a m b i é n  d e n o m i n a d o  mé t o d o  

d e l  e r r o r ,  s e  b a s a n  e n  l a  i d e a  d e  h a c e r  q u e  l a  f u n c i ó n  e r r o r  d e  l a  

e c u a c i ó n  d i f e r e n c i a l ,  e ( x ) ,  s e a  m í n i m a  e n  a l g ú n  c o n t e x t o .   

 

W
dx
dEI

dx
d)x(e 2

2

2

2

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

φ
     

 

P a r a  t o d o  x  p e r t e n e c i e n t e  a l  e n t o r n o  c o mp r e n d i d o  e n t r e  0  y  Z  

( l o n g i t u d  d e  l a  v i g a ) .   

L a  c o n d i c i ó n  d e  q u e  l a  f u n c i ó n  e r r o r  s e a  m í n i m a  e n  a l g ú n  c o n t e x t o  s e  

o b t i e n e  a l  m u l t i p l i c a r l a  p o r  u n a  f u n c i ó n  d e  p e s o  a r b i t r a r i a ,  w ( x ) ,  l o  

s u f i c i e n t e m e n t e  s u a v e  e n  l a  r e g i ó n ,  e s  d e c i r ,  d i f e r e n c i a b l e  y  c o n t i n u a ,  

d e  t a l  m a n e r a  q u e  s e  s a t i s f a g a  l a  c o n d i c i ó n .    

 

∫ =
Z

0

0dx)x(w)x(e        

S u s t i t u y e n d o :        

 

  0dx)x(wW
dx
dEI

dx
dZ

0
2

2

2

2

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−∫

φ
 

                                                        

∫∫ =−
Z

0

Z

0
2

2

2

2

0dx)x(wWdx)x(w)x(
dx
d·EI

dx
d φ

         

 

E l  m é t o d o  p a r a  s e l e c c i o n a r  a  l a s  f u n c i o n e s  d e  p e s o ,  w ( x ) ,  e s  l o  q u e  

d e f i n e  e l  n o mb r e  e s p e c í f i c o  d e l  m é t o d o  d e l  e r r o r .  E l  m é t o d o  d e  

G a l e r k i n ,  q u e  e s  u n o  d e  l o s  m á s  u t i l i z a d o s ,  a d a p t a  c o mo  f u n c i o n e s  d e  

p e s o  l a s  f u n c i o n e s  d e  i n t e r p o l a c i ó n ,  e s  d e c i r :  
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)x(N)x(w i=  

  

Y  q u e d a :  

∫∫ =−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ z

0
ii

z

0
2

2

2

2

0dx)x(NWdx)x(N
dx
d·EI

dx
d φ

 

 

S u p o n e mo s  a h o r a  q u e  l a  b a r r a  s e  h a  d i s c r e t i z a d o  e n  4  e l e m e n t o s  ( 5  

n o d o s ) 7.  E s c o g i e n d o  u n o  d e  l o s  e l e m e n t o s  e  ( d e  l o n g i t u d  L = x 2 - x 1 )  e  

i n t e g r a n d o  p o r  p a r t e s  l a  e c u a c i ó n  a n t e r i o r :  

 

∫∫ =−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ 2

1

2

1

2

1

x

x
e

e
x

x
2

2x

x

e2

2

0dx)x(NWdx
dx

dN
dx

)x(dEI
dx
d)x(N

dx
)x(dEI

dx
d φφ

           

                              

h a c i e n d o :  ∫∫ −= vduuvudv 2

1

x

x
 s i e n d o :  )x(Nu e=    )x(dv φ ′′′′=  

v o l v i e n d o  a  i n t e g r a r  p o r  p a r t e s  l a  s e g u n d a  e c u a c i ó n :  

 

∫∫ =−
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⎛
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⎛ 2

1

2
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2

1

x
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e2

e
2x

x
2

2x

x

e
2

2x

x

e2

2

0dx)x(NWdx
dx

Nd
dx

)x(dEI
dx

dN
dx

)x(dEI)x(N
dx

)x(dEI
dx
d φφφ

 

r e o r d e n a n d o :  
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dx)x(NW)x(N
dx

)x(dEI
dx
d

dx
dN

dx
)x(dEIdx

dx
Nd

dx
)x(dEI φφφ

   

A h o r a ,  s i  22221111 NNNN)x( θφθφφ θφθφ +++= ,  e n t o n c e s :   

 

22
2

2

22

2
2

12
1

2

12

1
2

2

2

dx
Nd

dx
Nd

dx
Nd

dx
Nd

dx
)x( θφθφφ θφθφ +++=  

 
                                                 
7 Podría haberse discretizado en el número de partes que hubiéramos querido, sabiendo que cuanto mayor 
sea esta discretización mayor es la exactitud del método. 
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O  d i c h o  d e  o t r o  m o d o :  

 

}]{N[
dx
d

dx
)x(d

ee2

2

2

2

δφ
=  

 

r e c o r d a n d o  }{ eδ  c o mo  e l  v e c t o r  d e  p a r á m e t r o s  n o d a l e s  d e l  e l e m e n t o  

f i n i t o  e .  

 

P o r  t a n t o ,  e l  p r i m e r  t é r m i n o  d e  l a  e c u a c i ó n  r e o r d e n a d a  s e  p u e d e  

e s c r i b i r  c o mo :  

 

}{]N[
dx
d]N[

dx
dEIdx

dx
Nd

dx
)x(dEI e

T
e2

2

e2

2x

x
2

e
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x
2

2 2

1

2

1

δφ
∫∫ ≡⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
 

 

Y  s u s t i t u y e n d o  e n  l a  e c u a c i ó n  c o mp l e t a :  

 

∫∫ +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

2

1

2

1

2

1

2

1

x

x
e

x

x

e2

2x

x

e
2

2

e
T

e2

2

e2

2x

x

dx)x(NW)x(N
dx

)x(dEI
dx
d

dx
dN

dx
)x(dEI}{]N[

dx
d]N[

dx
dEI φφδ

 

L o s  d o s  p r i m e r o s  t é r m i n o s  d e  F  s e  d e n o m i n a n  c o n d i c i o n e s  d e  f r o n t e r a  

o  d e  c o n t o r n o .  R e s o l v i e n d o  e s t a s  e c u a c i o n e s :  

•  P a r a  1Nφ :  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟⎟
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⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2

2

1

112

2

0

212

2x

x

12

2

dx
)x(dEI

dx
d)x(N
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)x(dEI

dx
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1
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dx
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dx
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dx
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0

1

1

2

2

0

2

1

2

2x

x

1

2

2 2

1

=−= φφφ φφφ  

•  P a r a  1Nθ :   

0)x(N
dx

)x(dEI
dx
d)x(N

dx
)x(dEI

dx
d)x(N

dx
)x(dEI

dx
d

0
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2 2
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θθθ
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2

2

1

1
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dx
)x(dEI

dx
dN

dx
)x(dEI

dx
dN

dx
)x(dEI

dx
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dx
)x(dEI
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1

φφφφ θθθ −=−=  

     

       [ 3 ]  

•  P a r a  ( 2Nφ ) :  

⎟⎟
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=−= φφφ φφφ  

•  P a r a  2Nθ :  

0)x(N
dx

)x(dEI
dx
d)x(N

dx
)x(dEI

dx
d)x(N

dx
)x(dEI

dx
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S a b i e n d o  q u e  e l  m o m e n t o  f l e c t o r  e s :  

 

2

2

2

2

dx
dEI

dx
ydEIM φ

≈=  

 

y  q u e  e l  e s f u e r z o  c o r t a n t e :  

 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛== 2

2

dx
dEI

dx
d

dx
dMV φ

 

e n t o n c e s  c o n c l u i m o s  q u e  l a s  d o s  c o n d i c i o n e s  d e  f r o n t e r a  s e  r e f i e r e n  a l  

m o m e n t o  f l e c t o r  y  a l  e s f u e r z o  c o r t a n t e .   
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L o s  p a r á m e t r o s  n o d a l e s  ( c o n o c i d o s )  e n  l a  f r o n t e r a  n o r m a l m e n t e  s o n  

n u l o s ,  a l  c o r r e s p o n d e r  a  d e s p l a z a m i e n t o s  d e  n o d o s  c o a c c i o n a d o s  p o r  l o s  

e n l a c e s  e x t e r n o s .  P o r  e l l o ,  n o  t e n e m o s  e n  c u e n t a  e s t o s  d o s  t é r m i n o s .  

 

H a c i e n d o :  

 

T
e2

2

e2

2x

x
e ]N[

dx
d]N[

dx
dEIK

2

1

∫=  

 

∫=
2

1

x

x
ee dx)x(NWF  

 

n o s  q u e d a  u n a  e c u a c i ó n  d e  l a  f o r m a :  

 

FK e =δ  

 

P o r  t a n t o ,  y a  e s t a m o s  e n  c o n d i c i o n e s  d e  p o d e r  c o n s t r u i r  l a s  m a t r i c e s  

l o c a l e s .  

 

P a r a  l a  m a t r i z  d e  r i g i d e z :  
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x
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dx
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dx
dEIK
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∫=  

 

d e r i v a n d o  p o r  d o s  v e c e s  l a s  f u n c i o n e s  d e  i n t e r p o l a c i ó n  e n  [ 2 ] :  
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L
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L
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x12

L
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232232e2
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E n t o n c e s  i n t e g r a n d o  e n t r e  0  y  L ,  s e  o b t i e n e n  l o s  t é r m i n o s  d e  l a  

m a t r i z  d e  r i g i d e z ,  o  c o e f i c i e n t e s  d e  r i g i d e z :  
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Y  p r o c e d i e n d o  d e  i g u a l  f o r m a  s e  h a l l a n  l o s  r e s t a n t e s  c o e f i c i e n t e s  d e  

r i g i d e z ,  q u e  d e t e r m i n a n  l a  m a t r i z  d e  r i g i d e z  d e  u n  e l e m e n t o  d e  v i g a  

s o l i c i t a d o  a  f l e x i ó n .  S i  E I  e s  c o n s t a n t e :  

 

 

[ ]
22

22

3e

L4L6L2L6
L612L612

L2L6L4L6
L612L612

L
EIk

−
−−−

−
−

=  

 

P a r a  e l  v e c t o r  d e  f u e r z a s  n o d a l e s  e q u i v a l e n t e  F e  :  

 

∫=
2

1

x
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t e n e m o s  q u e :  
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D e  a c u e r d o  c o n  e s t a  e x p r e s i ó n ,  y  s i  l a  c a r g a  W  e s t á  u n i f o r m e m e n t e  

d i s t r i b u i d a .  E s t a s  f u e r z a s  n o d a l e s  e q u i v a l e n  a :  
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P o r  t a n t o ,  l a  e c u a c i ó n  d e  e q u i l i b r i o  t o t a l  e n  f o r m a  m a t r i c i a l  q u e d a :  
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4 .  M a t r i c e s  g l o b a l e s  d e  l a  e s t r u c t u r a .  E n s a m b l a j e . -  C o mo  l a  v i g a  

s e  d i s c r e t i z ó  e n  4  e l e m e n t o s ,  l a  m a t r i z  c o m p l e t a  d e  r i g i d e z  s e  o b t i e n e  

e n s a m b l a n d o  l a s  s u b m a t r i c e s  d e  r i g i d e z  d e  c a d a  e l e m e n t o :  
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C a d a  e l e m e n t o  f i n i t o  n o  t e n d r í a  p o r q u é  m e d i r  l o  m i s mo  o  t e n e r  e l  

m i s m o  m ó d u l o  d e  i n e r c i a  I ,  p e r o  l a s  c a r a c t e r í s t i c a s  d e l  p r o b l e m a  a s í  l o  

d i c e n ,  p o r  t a n t o  L  y  I  s e  h a c e n  c o n s t a n t e s :  
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C o mo  1φ  y 5φ  s o n  n u l o s ,  p u e s t o  q u e  e n  l o s  e x t r e mo s  d e  l a  v i g a  n o  

e x i s t e  d e s p l a z a m i e n t o ,  c o l o c a m o s  u n  1  e n  e l  c r u c e  d e  l a  p r i m e r a  f i l a  y  

c o l u m n a ,  e  i g u a l m e n t e  l a  p e n ú l t i m a  f i l a  y  c o l u m n a ,  y  l u e g o  h a c e m o s  

c e r o  t o d a s  l a s  d e m á s  c a s i l l a s .   
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E l  e n s a m b l a j e  d e  l a s  f u e r z a s  n o d a l e s  o  e f e c t o s  e x t e r n o s  q u e d a  d e  l a  

s i g u i e n t e  m a n e r a :  
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P o r  t a n t o ,  s u s t i t u y e n d o :   
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A l  i g u a l  q u e  e n  l a  m a t r i z  d e  r i g i d e z  c o mp l e t a ,  h e m o s  d e  c o n s i d e r a r  

l o s  d e s p l a z a m i e n t o s  e n  l o s  e x t r e m o s  s o n  n u l o s .  P o r  t a n t o ,  s u s t i t u i m o s  l a  

p r i m e r a  f i l a  y  l a  p e n ú l t i m a  p o r  c e r o s .  
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F i n a l m e n t e ,  s u s t i t u i m o s  e n  l a  e c u a c i ó n  d e  e q u i l i b r i o  d e  l a  v i g a .  
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5 .  R e s p u e s t a  d e  l a  e s t r u c t u r a . -  E s t a  f a s e  d e l  M E F  d e t e r m i n a  e l  

c o mp o r t a m i e n t o  d e  l a  e s t r u c t u r a  t e n i e n d o  e n  c u e n t a  l a s  c o n d i c i o n e s  d e  

c o n t o r n o  y  l a s  c o n d i c i o n e s  d e  c a r g a .  L a  r e s o l u c i ó n  d e  u n  s i s t e m a  d e  
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e c u a c i o n e s  l i n e a l e s  p e r m i t e  c a l c u l a r  l o s  p a r á m e t r o s  n o d a l e s  

d e s c o n o c i d o s .  A  p a r t i r  d e  l o s  p a r á m e t r o s  n o d a l e s  s e  o b t i e n e  l a  

r e s p u e s t a  d e  l o s  e l e m e n t o s  a l  h a l l a r  l a s  d e f o r m a c i o n e s  y  l o s  e s f u e r z o s  

e n  c u a l q u i e r a  d e  s u s  p u n t o s .  D e  e s t a  f o r m a ,  q u e d a  c o m p l e t a d a  l a  

r e s p u e s t a  d e  l a  e s t r u c t u r a  a  l a s  c o n d i c i o n e s  d e  c o n t o r n o  y  d e  c a r g a ,  y  

p o r  t a n t o ,  r e s u e l t o  e l  p r o b l e m a .  
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4.5 Introducción a la teoría de las vibraciones mecánicas 

4.5.1 Introducción 

T o d o s  l o s  c u e r p o s  q u e  p o s e e n  m a s a  y  e l a s t i c i d a d  s o n  c a p a c e s  d e  

v i b r a r .  L a  m a y o r í a  d e  l a s  m á q u i n a s  y  e s t r u c t u r a s  e x p e r i m e n t a n  

v i b r a c i ó n  h a s t a  c i e r t o  g r a d o  y  s u  d i s e ñ o  r e q u i e r e  d e  c o n s i d e r a c i o n e s  d e  

s u  c o n d u c t a  o s c i l a t o r i a .  L a s  v i g a s  s o n  e l e m e n t o s  e s t r u c t u r a l e s  d e  s u m a  

i mp o r t a n c i a ,  y a  q u e  f o r m a n  p a r t e  d e l  e s q u e l e t o  d e  l o s  b u q u e s  y  o t r a s  

c o n s t r u c c i o n e s .  D i c h a s  e s t r u c t u r a s  s e  e n c u e n t r a n  s u j e t a s  a  f u e n t e s  d e  

v i b r a c i ó n  e x t e r n a ,  q u e  p u e d e n  s e r  p r o d u c i d a s  p o r  m o t o r e s ,  c o mp r e s o r e s ,  

e t c .  

S i  a l g u n a  d e  l a s  f u e n t e s  d e  v i b r a c i ó n  p r e s e n t a  a l g u n a  f r e c u e n c i a  q u e  

c o i n c i d a  c o n  u n a  d e  l a s  f r e c u e n c i a s  n a t u r a l e s  d e l  e l e m e n t o  e s t r u c t u r a l ,  

d i c h o  e l e m e n t o  e n t r a r í a  e n  r e s o n a n c i a ,  l a  c u a l  s e  c a r a c t e r i z a  p o r  u n a  

a m p l i t u d  d e  v i b r a c i ó n  e x c e s i v a ,  q u e  p u e d e  d a ñ a r  o  i n c l u s o  d e s t r u i r  l a  

e s t r u c t u r a .  P o r  t a n t o ,  e s  n e c e s a r i o  c o n o c e r  l a s  d i f e r e n t e s  f r e c u e n c i a s  

n a t u r a l e s  o  mo d o s  d e  v i b r a c i ó n  d e  l o s  e l e m e n t o s  e s t r u c t u r a l e s ,  p a r a  

e v i t a r  l a s  c o n d i c i o n e s  d e  r e s o n a n c i a .  

4.5.2 Teoría de vibraciones 

C u a n d o  u n a  e s t r u c t u r a  e l á s t i c a  e s t á  s u j e t a  a  u n a  c a r g a  d i n á m i c a ,  e l  

c a m p o  d e  d e s p l a z a m i e n t o  v a r í a  c o n  e l  t i e m p o  d e b i d o  a  c u a t r o  f u e r z a s :  

u n a  e s  p o r  l a  f u e r z a  d e  i n e r c i a  d e  l a  e s t r u c t u r a ,  o t r a  e s  p o r  f r i c c i o n e s  

i n t e r n a s  o  e x t e r n a s ,  l a  t e r c e r a  e s  p o r  f u e r z a s  e l á s t i c a s  a c t u a n d o  e n  e l  

s i s t e m a ,  y  l a  c u a r t a  e s  p o r  c u a l q u i e r  f u e r z a  e x t e r n a  a p l i c a d a .  C o mo  e l  

s i s t e m a  e s t á  e n  e q u i l i b r i o  e s t á t i c o ,  l a  f u e r z a  e x t e r n a  a p l i c a d a  d e b e  s e r  

i g u a l  a  l a  s u m a  d e  t o d a s  l a s  d e m á s  f u e r z a s .  E x p r e s a d o  m a t e m á t i c a m e n t e  

m e d i a n t e  l a  e c u a c i ó n  d i f e r e n c i a l :  

FKx
dt
dxc

dt
xdM =++2

2
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s i e n d o  M  l a  m a s a  d e l  s i s t e m a ,  c  e l  c o e f i c i e n t e  d e  a mo r t i g u a m i e n t o ,  K  l a  

c o n s t a n t e  e l á s t i c a ,  F  l a  f u e r z a  e x t e r n a ,  x  e l  d e s p l a z a m i e n t o  y  t  e l  

t i e mp o .  E s  l a  l l a m a d a  e c u a c i ó n  d e  mo v i m i e n t o .  

4.5.3 Vibración libre 

S i  s e  t o m a  e l  c a s o  i d e a l  d e  u n a  m a s a  s u j e t a  a l  e x t r e mo  i n f e r i o r  d e  u n  

m u e l l e  e n  e l  c u a l  e l  s i s t e m a  n o  t i e n e  n i  a m o r t i g u a m i e n t o  n i  f u e r z a s  

e x t e r n a s ,  l a  e c u a c i ó n  d e  mo v i m i e n t o  s e  r e d u c e  a   

 

E s t a  e c u a c i ó n  e x p r e s a  l a  c o n d i c i ó n  d e  n a t u r a l  v i b r a c i ó n ,  e n  e l  c u a l  e n  

c u a l q u i e r  i n s t a n t e  l a s  f u e r z a s  q u e  h a c e n  r e s t a u r a r  a l  s i s t e m a  s o n  l a s  d e  

i n e r c i a  y  l a s  e l á s t i c a s .  E l  m o v i m i e n t o  e s  s i m é t r i c o  a l r e d e d o r  d e  l a  

p o s i c i ó n  d e  e q u i l i b r i o .  E s t a  e s  l a  f o r m a  m á s  s i m p l e  d e  v i b r a c i ó n ,  y  s e  

d e n o m i n a  c o n  f r e c u e n c i a  m o v i m i e n t o  a r m ó n i c o  s i m p l e .  E s t e  mo v i m i e n t o  

e s  t í p i c o  d e  l a  m a y o r  p a r t e  d e  l o s  s i s t e m a s  c o n  u n  g r a d o  ú n i c o  d e  

l i b e r t a d  q u e  s e  h a  d e s p l a z a d o  d e s d e  u n a  p o s i c i ó n  d e  e q u i l i b r i o  e s t á t i c o ,  

e n  u n a  p e q u e ñ a  c a n t i d a d  y  s e  h a  l i b e r a d o .  M o d e l a  c o n  p r e c i s i ó n  u n  

s o r p r e n d e n t e  n ú m e r o  d e  s i s t e m a s  r e a l e s .  

L o s  e s t a d o s  d e  v i b r a c i ó n  n a t u r a l  s e  l l a m a n  mo d o s  n a t u r a l e s ,  y  l a s  

f r e c u e n c i a s  d e  v i b r a c i ó n  s o n  l a s  f r e c u e n c i a s  n a t u r a l e s .  P a r a  h a l l a r  

d i c h o s  m o d o s  y  f r e c u e n c i a s  n a t u r a l e s  s e  a s u m e 8 q u e  e l  d e s p l a z a m i e n t o  

p u e d e  s e r  e x p r e s a d o  c o mo  i n t e g r a l e s  p a r t i c u l a r e s  d e  l a  e c u a c i ó n  d e  

m o v i m i e n t o  r e d u c i d a :  

tiw
11

neC)t(x =  

 
tiw

22
neC)t(x −=  

 

                                                 
8  Ver Anexo 3 
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S i  s u s t i t u i mo s  a m b a s  s o l u c i o n e s  e n  l a  e c u a c i ó n  d e  mo v i m i e n t o  y  

s u m a mo s ,  l a  s u m a  s a t i s f a c e  t a m b i é n  l a  e c u a c i ó n  y  t i e n e  e l  n ú m e r o  

r e q u e r i d o  d e  c o n s t a n t e s  a r b i t r a r i a s .  E n t o n c e s ,  l a  s o l u c i ó n  g e n e r a l  e s :  

 
tiw

e2
tiw

1
nn eCeC)t(x −+=                                

                                                                                                          

s i e m p r e  q u e  x 1  y  x 2  n o  s e a n  l i n e a l m e n t e  d e p e n d i e n t e s .  L a  i n t e g r a l  

g e n e r a l  s e  p u e d e  e s c r i b i r  t a m b i é n  e n  f o r m a  h i p e r b ó l i c a ,  

 

tsenhiw)CC(tiwcosh)CC()t(x n21n21 −++=       

                                                                                                

o  e n  f o r m a  t r i g o n o m é t r i c a ,  

 

tBsenwtwcosA)t(x nn +=  

 

C 1 ,  C 2 ,  A  y  B  s o n  c o n s t a n t e s  a r b i t r a r i a s  q u e  d e p e n d e n  d e  l a s  

c o n d i c i o n e s  d e  m o v i m i e n t o .  

 

L l e v a m o s  l a s  c o n s t a n t e s  A  y  B  a  u n a  f o r m a  m á s  

c o n v e n i e n t e   

 

)(· ϕ= senRA    

)·cos(ϕ= RB       

           

s i e n d o  R  l a  a m p l i t u d  d e  l a  v i b r a c i ó n .  

           

)tw(sen)·cos(R)twcos()(sen·R)t(x nn ϕϕ += ⎯⎯⎯⎯ →⎯ ricatrigonomét
identidad
Aplicando

  )t·w(sen·R)t(x n ϕ+=  

 

q u e  e s  l a  s o l u c i ó n  f i n a l  e x p r e s a d a  e n  t é r m i n o s  d e  a mp l i t u d .  
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A  ω n  l o  d e n o m i n a r e m o s  p u l s a c i ó n  n a t u r a l  y  d e p e n d e  e x c l u s i v a m e n t e  

d e l  s i s t e m a  ( e n  e s t e  c a s o  d e  l a  m a s a  y  d e  l a  c o n s t a n t e  d e  r i g i d e z  d e  l a  

v i g a ) .   

 

 

f n  =  f r e c u e n c i a  n a t u r a l  ( c i c l o s  p o r  s e g u n d o )  

 

 

 
 

4.5.4 Vibración armónica forzada no amortiguada 

A h o r a ,  a  d i f e r e n c i a  d e  u n  c a s o  i d e a l ,  d e n o m i n a m o s  f o r z a d o  a  a q u e l  

s i s t e m a  e l á s t i c o  s o m e t i d o  a  f u e r z a s  e x t e r n a m e n t e  a p l i c a d a s ,   y  e l  

m o v i m i e n t o  d e  o s c i l a c i ó n  q u e  r e s u l t a  e n  e l  m i s m o  d e b i d o  a  l a s  f u e r z a s  

e x t e r n a m e n t e  a p l i c a d a s ,  s e  l l a m a  v i b r a c i ó n  f o r z a d a .  

 

C o n s i d e r e m o s  e l  m o v i m i e n t o ,  c o n  u n  g r a d o  ú n i c o  d e  l i b e r t a d ,  d e  u n a  

v i g a  s o m e t i d a  a  u n a  f u e r z a  a r m ó n i c a m e n t e  v a r i a b l e ,   tsenFtF ω= 1)( .  F 1  

e s  e l  v a l o r  m á x i m o  d e  l a  f u e r z a  i m p u e s t a ,  y  ω  e s  e l  v a l o r  d e  l a  

f r e c u e n c i a  c o n  l a  c u a l  v a r í a ,  e n  r a d i a n e s / s e g u n d o ,  l a  f u e r z a  F ( t ) .  A h o r a  

l a  e c u a c i ó n  d e l  m o v i m i e n t o  s e  t o r n a :  

)(2

2

tFkx
dt

xdM =+  

nn f
m
k ··2 π==ω  
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L a  s o l u c i ó n  d e b e  c o n t e n e r  l a  i n t e g r a l  g e n e r a l  p a r a  l a  e c u a c i ó n  

d i f e r e n c i a l  d e  mo v i m i e n t o ,  a s í  c o m o  u n a  i n t e g r a l  p a r t i c u l a r  q u e  

s a t i s f a g a  l a  f o r m a  p a r t i c u l a r  d e  e n  e s t e  n u e v o  c a s o .  

 

tsen
m

FtBsentAx
n

nn ω
ω−ω

+ω+ω=
)(

cos 22
1       

 

L o s  p r i m e r o s  d o s  t é r m i n o s  s e  l l a m a n  t r a n s i t o r i o s .  E s t o s  d e p e n d e n  d e  

l a s  c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s  y  d e s p u é s  d e  u n  p e r i o d o  d e  t i e m p o ,  c o n  

c u a l q u i e r  c a n t i d a d  m e d i b l e  d e  a mo r t i g u a c i ó n ,  l a  i n f l u e n c i a  d e  e s t o s  

t é r m i n o s  e s  p e q u e ñ a .  E n  e l  e s t a d o  e s t a b l e ,  s ó l o  n e c e s i t a m o s  d i r i g i r  

n u e s t r a  a t e n c i ó n  a l  ú l t i m o  t é r m i n o ,  q u e  s e  d e n o m i n a  e l  t é r m i n o  d e  

e s t a d o  e s t a b l e .  E s t e  n o  s e  a f e c t a  p o r  l a s  c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s ,  y  

p e r m a n e c e  e n  t a n t o  q u e  s e  a p l i q u e  l a  f u n c i ó n  f o r z a n t e .  O m i t i e n d o  l o s  

t é r m i n o s  t r a n s i t o r i o s ,  

tsen
m

Fx
n

ω
ω−ω

=
)( 22

1     

 

E s t o  e s  s i m i l a r  a l  d e s p l a z a m i e n t o  a r m ó n i c o  senwtRx ·= ,  e n  d o n d e  e l  

d e s p l a z a m i e n t o  m á x i mo ,  

)( 22
1

ω−ω
=

nm
F

R  

 

L a s  f u n c i o n e s  f o r z a n t e s  q u e  v a r í a n  a r mó n i c a m e n t e ,  c a u s a n  u n  

d e s p l a z a m i e n t o  a r m ó n i c a m e n t e  v a r i a b l e ,  e s t a n d o  r e l a c i o n a d o  e l  v a l o r  

m á x i m o  d e  l a  f u e r z a ,  F 1  c o n  e l  v a l o r  má x i mo  d e l  d e s p l a z a m i e n t o  R .  

S u s t i t u y e n d o  2
nmk ω= ,   

)1(

1
/

2

2
1

n

kF
R

ω
ω

−
=  

 

E c u a c i ó n  q u e  s e  d e n o m i n a  r e l a c i ó n  d e  a m p l i t u d e s .  
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C u a n d o  l a  f r e c u e n c i a  f o r z a n t e  y  l a  f r e c u e n c i a  n a t u r a l  s o n  c a s i  

i g u a l e s ,  e s  e v i d e n t e  q u e  p u e d e n  r e s u l t a r  a mp l i t u d e s  d e  v i b r a c i ó n  m u y  

g r a n d e s ,  a  p a r t i r  d e  f u e r z a s  m u y  p e q u e ñ a s .  L a  c o n d i c i ó n  nω=ω e n  l a  q u e  

l a  r e l a c i ó n  d e  a mp l i t u d e s  e s  i n f i n i t a ,  s e  c o n o c e  c o mo  r e s o n a n c i a .  

 

4.5.5 Vibraciones forzadas amortiguadas 

P o r  o t r o  l a d o ,  e l  p r o c e s o  p o r  e l  c u a l  l a  v i b r a c i ó n  d i s m i n u y e  

c o n t i n u a m e n t e  e n  a m p l i t u d ,  r e c i b e  e l  n o mb r e  d e  a mo r t i g u a c i ó n .  E n  l a  

a m o r t i g u a c i ó n ,  l a  e n e r g í a  d e l  s i s t e m a  d e  v i b r a c i ó n  s e  d i s i p a  c o m o  

f r i c c i ó n  o  c a l o r ,  o  s e  t r a n s m i t e  e n  f o r m a  d e  s o n i d o .  E n  e l  m e c a n i s mo  d e  

l a  a m o r t i g u a c i ó n  é s t a  p u e d e  t o m a r  c u a l q u i e r a  d e  v a r i a s  f o r m a s ,  y  c o n  

f r e c u e n c i a  p u e d e  e n c o n t r a r s e  p r e s e n t e  a l  m i s m o  t i e m p o  m á s  d e  u n a  d e  

e l l a s .  

 

L a  a m o r t i g u a c i ó n  f l u i d a  p u e d e  s e r  v i s c o s a  o  t u r b u l e n t a .  E n  l a  

a m o r t i g u a c i ó n  v i s c o s a ,  l a  f u e r z a  d e  a m o r t i g u a c i ó n  e s  p r o p o r c i o n a l  a  l a  

v e l o c i d a d .  E n  l a  a m o r t i g u a c i ó n  t u r b u l e n t a ,  l a  f u e r z a  e s  p r o p o r c i o n a l  a l  

c u a d r a d o  d e  l a  v e l o c i d a d .  E n  l a  f r i c c i ó n  s e c a  o  a mo r t i g u a c i ó n  d e  

c o u l o m b ,  l a  f u e r z a  d e  a m o r t i g u a c i ó n  e s  c o n s t a n t e .  E s t a  s e  c a u s a  p o r  l a  

f r i c c i ó n  c i n é t i c a  e n t r e  s u p e r f i c i e s  d e s l i z a n t e s  s e c a s .  L a  a m o r t i g u a c i ó n  

s ó l i d a  o  a m o r t i g u a c i ó n  h i s t e r é s i c a  s e  o c a s i o n a  p o r  l a  f r i c c i ó n  i n t e r n a  o  

h i s t é r e s i s ,  c u a n d o  s e  d e f o r m a  u n  c u e r p o  s ó l i d o .  L a  a m p l i t u d  b a j o  

e s f u e r z o  e s  u n a  m e d i d a  d e  l a  a m o r t i g u a c i ó n  s ó l i d a .  

 

E l  m e c a n i s m o  d e  a mo r t i g u a c i ó n  v i s c o s a  p r o v e e  u n a  f u e r z a  d e  

a m o r t i g u a c i ó n  q u e  e s  p r o p o r c i o n a l  a  l a  v e l o c i d a d  d e  l a  m a s a .  

 

L a  e c u a c i ó n  d e  mo v i m i e n t o  e s  a h o r a :  

FKx
dt
dxc

dt
xdM =++2

2

 

 

E s t a  e s ,  o t r a  v e z ,  u n a  e c u a c i ó n  d i f e r e n c i a l  l i n e a l  d e  s e g u n d o  o r d e n .   
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L a  s o l u c i ó n  s e r á  l a  s u m a  d e  l a  s o l u c i ó n  d e  l a  h o mo g é n e a  m á s  l a  

s o l u c i ó n  p a r t i c u l a r :  

 

X G  =  X P  +  X H  

 

P a r a  l a  h o m o g é n e a  s e r á :  

02

2

=++ Kx
dt
dxc

dt
dxM  

 

l a  f u n c i ó n  e x p o n e n c i a l  d e  p r u e b a  C e r t ,  d a  u n a  e c u a c i ó n  c a r a c t e r í s t i c a ,  

 

02 =++
M
Kr

M
cr  

 

c u y a s  r a í c e s  s o n  c o m p l e j a s ,  

 

M
K

M
c

M
cr −±−= 2

2

2,1 42
 

 

L a  s o l u c i ó n  g e n e r a l  p a r a  e l  d e s p l a z a m i e n t o  e s  e n t o n c e s ,  

 

][ )/()4/(
2

)/()4/(
1

)2/( 2222 tMKMctMKMctMc eCeCex −−−+− +=       

 

M a t e m á t i c a m e n t e ,  é s t a  e s  u n a  e c u a c i ó n  e x p o n e n c i a l ,  p e r o  f í s i c a m e n t e  

s e  p u e d e  d e s c r i b i r  l a  c u r v a  d e s p l a z a m i e n t o - t i e m p o  c o mo  c o mp u e s t a  d e  

t r e s  c u r v a s  d i s t i n t a s ,  d e p e n d i e n t e s  d e  s i  e l  r a d i c a l  )/()4/( 22 mkmc − e s  

r e a l ,  c e r o  o  i m a g i n a r i o .  

E l  ú l t i mo  c a s o  e s  d e l  m o v i m i e n t o  a r m ó n i c o  a m o r t i g u a d o  e n  e l  q u e  

o c u r r e  o s c i l a c i ó n  a l r e d e d o r  d e  u n a  p o s i c i ó n  d e  eq u i l i b r i o ,  d i s m i n u y e n d o  

c a d a  a mp l i t u d  s u c e s i v a  c o n  r e s p e c t o  a  l a  a n t e r i o r .  
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4.5.6 Sistemas distribuidos 

E n  u n  s i s t e m a  d i s c r e t o ,  l a  e l a s t i c i d a d  y  l a  m a s a  s e  mo d e l a n  c o m o  

p r o p i e d a d e s  d i s c r e t a s .  S e  p u e d e n  r e s o l v e r  m u c h o s  p r o b l e m a s  u s a n d o  

s i s t e m a s  d i s c r e t o s ,  p e r o  e x i s t e n  c i e r t a s  d e s v e n t a j a s ,  s i e n d o  l a s  m á s  

o b v i a s  q u e  l a  m a s a  y  l a  e l a s t i c i d a d  n o  s i e m p r e  s e  p u e d e n  s e p a r a r  e n  l o s  

m o d e l o s  m a t e m á t i c o s  d e  l o s  s i s t e m a s  r e a l e s .  U n  mé t o d o  a l t e r n o  d e  

m o d e l a r  s e r í a  d i s t r i b u i r  l a  e l a s t i c i d a d  y  l a  m a s a .  L o s  s i s t e m a s  e n  l o s  

q u e  s e  c o n s i d e r a  q u e  l a  e l a s t i c i d a d  y  l a  m a s a  s o n  p a r á m e t r o s  

d i s t r i b u i d o s ,  s o n  s i s t e m a s  d i s t r i b u i d o s .  L a s  v i g a s  s e  p u e d e n  mo d e l a r  

c o n  p r e c i s i ó n  c o mo  s i s t e m a s  d i s t r i b u i d o s .  

S o n  n e c e s a r i a s  t r e s  s u p o s i c i o n e s  p a r a  f o r m a r  u n  m o d e l o  m a t e m á t i c o  

d e  u n  s i s t e m a  d i s t r i b u i d o .  L a  p r i m e r a  e s  q u e  e l  m a t e r i a l  d e b e  s e r  

h o mo g é n e o ;  l a  s e g u n d a  e s  q u e  d e b e  s e r  e l á s t i c o ,  l o  q u e  s i g n i f i c a  q u e  

s i g u e  l a  l e y  d e  H o o k e ;  y  l a  ú l t i m a  e s  q u e  d e b e  s e r  i s o t r ó p i c o .  E s t a s  

s u p o s i c i o n e s  s o n  r e s t r i c t i v a s ,  p e r o  s o n  n e c e s a r i a s .  

4.5.6.1 Ecuación de onda 

E l  p r o b l e m a  d e  l a  e c u a c i ó n  d e  o n d a  e s  e q u i v a l e n t e  a l  d e  v i b r a c i ó n  

l o n g i t u d i n a l  y  t o r s i o n a l  e n  b a r r a s  u n i f o r m e s .  S e  e x p o n d r á  s u  d e s a r r o l l o  

a u n q u e  l a s  a p l i c a c i o n e s  p r á c t i c a s  d e  e s t o s  2  t i p o s  d e  v i b r a c i ó n  s o n  

l i m i t a d a s .  C o n s i d e r e m o s  u n a  c u e r d a  c u y a  t e n s i ó n  e s  T .  E n  e l  e q u i l i b r i o ,  

l a  c u e r d a  e s t á  e n  l í n e a  r e c t a .  V a mo s  a  v e r  l o  q u e  o c u r r e  c u a n d o  s e  
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d e s p l a z a  u n  e l e m e n t o  d e  l o n g i t u d  d x ,  s i t u a d o  e n  l a  p o s i c i ó n  x  d e  l a  

c u e r d a ,  u n a  c a n t i d a d  y  r e s p e c t o  d e  l a  p o s i c i ó n  d e  e q u i l i b r i o .   

D i b u j a mo s  l a s  f u e r z a s  q u e  a c t ú a n  s o b r e  e l  e l e m e n t o  y  c a l c u l a m o s  l a  

a c e l e r a c i ó n  d e l  m i s m o ,  a p l i c a n d o  l a  s e g u n d a  l e y  d e  N e w t o n .  

 

L a  f u e r z a  q u e  e j e r c e  l a  p a r t e  i z q u i e r d a  d e  l a  c u e r d a  s o b r e  e l  e x t r e m o  

i z q u i e r d o  d e l  e l e m e n t o ,  e s  i g u a l  a  l a  t e n s i ó n  T ,  y  l a  d i r e c c i ó n  e s  

t a n g e n t e  a  l a  c u e r d a  e n  d i c h o  p u n t o ,  f o r m a n d o  u n  á n g u l o  α  c o n  l a  

h o r i z o n t a l .   

 L a  f u e r z a  q u e  e j e r c e  l a  p a r t e  d e r e c h a  d e  l a  c u e r d a  s o b r e  e l  e x t r e m o  

d e r e c h o  d e l  e l e m e n t o ,  e s  i g u a l  a  l a  t e n s i ó n  T ,  y  l a  d i r e c c i ó n  e s  t a n g e n t e  

a  l a  c u e r d a  e n  d i c h o  p u n t o ,  f o r m a n d o  u n  á n g u l o  α ’  c o n  l a  h o r i z o n t a l .   

C o mo  e l  e l e m e n t o  s e  d e s p l a z a  e n  l a  d i r e c c i ó n  v e r t i c a l ,  h a l l a mo s  l a s  

c o mp o n e n t e s  d e  l a s  d o s  f u e r z a s  e n  e s t a  d i r e c c i ó n  y  l a  r e s u l t a n t e .  

d F y = T ( s e n  α ’ - s e n  α )  

S i  l a  c u r v a t u r a  d e  l a  c u e r d a  n o  e s  mu y  g r a n d e ,  l o s  á n g u l o s  α ’  y  α  s o n  

p e q u e ñ o s  y  s u s  s e n o s  s e  p u e d e n  r e e m p l a z a r  p o r  t a n g e n t e s .  
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dx
x

yTdx)tg(
x

T)tg(dT)tgtg(TdF 2

2

y ∂
∂

=
∂
∂

==−′= αααα  

L a  s e g u n d a  l e y  d e  N e w t o n  n o s  d i c e  q u e  l a  f u e r z a  d F y  s o b r e  e l  

e l e m e n t o  e s  i g u a l  a l  p r o d u c t o  d e  s u  m a s a  p o r  l a  a c e l e r a c i ó n  ( d e r i v a d a  

s e g u n d a  d e l  d e s p l a z a m i e n t o ) .  

L a  m a s a  d e l  e l e m e n t o  e s  i g u a l  a l  p r o d u c t o  d e  l a  d e n s i d a d  l i n e a l  m  

( m a s a  p o r  u n i d a d  d e  l o n g i t u d ) ,  p o r  l a  l o n g i t u d  d x  d e l  e l e m e n t o .  

dx
x

yT
t
y)mdx( 2

2

2

2

∂
∂

=
∂
∂

 

S i m p l i f i c a n d o  e l  t é r m i n o  d x  l l e g a m o s  a  l a  e c u a c i ó n  d i f e r e n c i a l  d e l  

m o v i m i e n t o  o n d u l a t o r i o  o  e c u a c i ó n  d e  o n d a .                                                           

 H a c i e n d o :  

m
Tv =   

s i e n d o  v  l a  v e l o c i d a d  d e  p r o p a g a c i ó n  d e  l a s  o n d a s  t r a n s v e r s a l e s  e n  l a  

c u e r d a ,  o b t e n e m o s :  

dx
x

yv
t
y

2

2
2

2

2

∂
∂

=
∂
∂

 

S e  l e  d e n o m i n a  e c u a c i ó n  d e  o n d a  p o r q u e  s e  l e  p u e d e  d e s c r i b i r  c o m o  

u n a  o n d a  e s t a c i o n a r i a ,  s i  u s a m o s  u n  s i s t e m a  d e  c o o r d e n a d a s  q u e  s e  

m u e v a  c o n  l a  p e r t u r b a c i ó n .  

E s t e  p r o b l e m a ,  c o m o  a p u n t á b a m o s  a n t e r i o r m e n t e ,  e s  m a t e m á t i c a m e n t e  

i d é n t i c o  a l  d e  v i b r a c i ó n  l o n g i t u d i n a l  y  v i b r a c i ó n  t o r s i o n a l  e n  b a r r a s  

u n i f o r m e s .  

E n  e f e c t o  p a r a  l a  p r o p a g a c i ó n  d e l  e s f u e r z o  l o n g i t u d i n a l  e n  u n a  b a r r a  

l o n g i t u d i n a l  t e n e m o s :  
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μ
Eg

x
u

t
u

2

2

2

2

∂
∂

=
∂
∂

 

s i e n d o  E  e l  mó d u l o  d e  e l a s t i c i d a d  d e l  m a t e r i a l ,  g  l a  g r a v e d a d  y  µ  e s  l a  

d e n s i d a d  p o n d e r a l  d e  l a  b a r r a .  

D e  i g u a l  m o d o  p a r a  e l  c a s o  d e  v i b r a c i ó n  t o r s i o n a l :  

μ
Gg

x
u

t
u

2

2

2

2

∂
∂

=
∂
∂

 

s i e n d o  G  e l  mó d u l o  d e  r i g i d e z  e n  t o r s i ó n .  

 

4.5.6.2 Vibración transversal de vigas uniformes 

A i s l a mo s  h i p o t é t i c a m e n t e  u n  e l e m e n t o  d e l g a d o  d e  u n a  v i g a .  A l  

f l e x i o n a r s e  l a  v i g a  e n  v i b r a c i o n e s  t r a n s v e r s a l e s ,  e l  e l e m e n t o  s e  m o v e r á  

h a c i a  a t r á s  y  h a c i a  d e l a n t e  e n  l a  d i r e c c i ó n  y ,  y  t a mb i é n  g i r a r á  m u y  

l e v e m e n t e .  D e s p r e c i a n d o  l a s  p r o p i e d a d e s  i n e r c i a l e s  d e l  e l e m e n t o  e n  

r o t a c i ó n  y  s u p o n i e n d o  mo m e n t o s ,   

 

∑ = 0M  

dx
x

MVdx
∂

∂
=  

o  

x
MV
∂

∂
=  

 

E n  l a  d i r e c c i ó n - y ,  l a  s u m a  d e  f u e r z a s  e s   

 

2

2

t
ydmF

∂
∂

=∑  

2

2

t
ydxAdx

x
V

∂
∂

=
∂
∂ ρ  
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o  c o mb i n a n d o  l a s  d o s  e c u a c i o n e s ,  

2

2

2

2

t
yA

x
M

∂
∂

=
∂

∂ ρ  

 
E s t a  e c u a c i ó n  s e  p a r e c e  a  l a  e c u a c i ó n  d e  o n d a ,  p e r o  n o  l o  e s .  L a  

s e g u n d a  p a r c i a l  d e l  mo m e n t o  M  c o n  r e s p e c t o  a  x ,  e s  i g u a l  a  l a  s e g u n d a  

p a r c i a l  d e l  d e s p l a z a m i e n t o  y  c o n  r e s p e c t o  a l  t i e m p o .  S e  n e c e s i t a  u n  

p a s o  a d i c i o n a l ,  l a  r e p r e s e n t a c i ó n  d e l  m o m e n t o  f l e x i o n a n t e  e n  t é r m i n o s  

d e l  c a m b i o  e n  p e n d i e n t e .  

 

2

2

x
yEIM

∂
∂

−=  

 

S u s t i t u y e n d o  e n  l a  e c u a c i ó n  a n t e r i o r :  

 

2

2

2

2

2

2

t
yA)

x
yEI(

x ∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

− ρ  

 

S i  l a  v i g a  e s  u n i f o r m e ,  l a  r i g i d e z  c o n t r a  f l e x i ó n  e s  c o n s t a n t e  c o n  e l  

d e s p l a z a m i e n t o  y  

 

2

2

4

4

t
yA

x
yEI

∂
∂

=
∂
∂

− ρ  
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E s t a  e s  u n a  e c u a c i ó n  d i f e r e n c i a l  p a r c i a l  d e  c u a r t o  o r d e n ,  p e r o  s e  

r e s u e l v e  p o r  s e p a r a c i ó n  d e  v a r i a b l e s .  S i  h a c e mo s  q u e  l a  f u n c i ó n  y ( x , t )  

s e a  e l  p r o d u c t o  d e  d o s  f u n c i o n e s  s e p a r a d a s ,  u n a  d e  x  y  u n a  d e  t ,  

 

)x(f)t(f)t,x(y 21=  

)x(f
td

)t(fd
dt

yd
22

1
2

2

2

=  

)t(f
x

)x(fd
dx

yd
14

2
4

4

4

∂
=  

 

S u s t i t u y e n d o  e n  l a  e c u a c i ó n  d e  c u a r t o  o r d e n  o r i g i n a l  y  s e p a r a n d o  

v a r i a b l e s .  

 

2
n4

2
4

2
2

1
2

1 dx
)x(fd

)x(fA
EI

td
)t(fd

)t(f
1

ω
ρ

−=−=  

 

P a r a  q u e  e s t a s  d o s  f u n c i o n e s  a h o r a  i n d e p e n d i e n t e s  s e a n  i g u a l e s ,  

d e b e n  s e r  i g u a l e s  a  u n a  c o n s t a n t e ,  c o n v e n i e n t e m e n t e  – w n
2 .  C o mo  a n t e s ,   

0)t(f
td

)t(fd
1

2
n2

1
2

=+ ω  

o ,   

tBsentcosA)t(f nn1 ωω +=  

 

E n  f o r m a  s i m i l a r ,  

 

0)x(f
EI
A

dx
)x(fd

2

2
n

4
2

4

=−=
ωρ  

 

E s t o  e s  d i f e r e n t e ,  é s t a  e s  u n a  e c u a c i ó n  d i f e r e n c i a l  d e  c u a r t o  o r d e n .  

L l a m a n d o  EI/A 2
n

4 ωρβ = ,  l a  s o l u c i ó n  e s  

 

xsenCxcosCxsenhCxcoshC)x(f 43212 ββββ +++=  
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L a  d i f e r e n c i a c i ó n  v e r i f i c a r á  q u e  f 2 ( x )  e s  u n a  s o l u c i ó n .  L a  s o l u c i ó n  

c o mp l e t a  p a r a  y = ( x , t )  e s  

 

)xsenCxcosCxsenhCxcoshC)(tBsentcosA()t,x(y 4321nn ββββωω ++++=  

 

P a r a  r e s o l v e r  e s t a  e c u a c i ó n  g e n e r a l  d e  l a  v i b r a c i ó n  t r a n s v e r s a l  d e  u n a  

v i g a ,  n e c e s i t a r e m o s  d o s  c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s  y  c u a t r o  c o n d i c i o n e s  d e  

l í m i t e .  C o n  l a s  c u a t r o  c o n d i c i o n e s  d e  l í m i t e  e n c o n t r a r e m o s  t a m b i é n  l o s  

v a l o r e s  c a r a c t e r í s t i c o s  d e  l a  e c u a c i ó n  d e  f r e c u e n c i a  q u e  e s t a r á n  e n  

t é r m i n o s  d e  c i e r t o s  v a l o r e s  e s p e c í f i c o s  d e  β l .  

 

4
22

n lA
EIl

ρ
βω =  
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5. RESULTADOS: Aplicación del método de los 
elementos finitos al análisis dinámico de una viga 

5.1 Introducción 
D e l  m i s m o  mo d o  q u e  e l  m é t o d o  d e  l o s  e l e m e n t o s  f i n i t o s  e s  u n a  

h e r r a m i e n t a  mu y  ú t i l  e n  e l  a n á l i s i s  e s t á t i c o  d e  l a s  e s t r u c t u r a s ,  t a m b i é n  

l o  e s  p a r a  a n a l i z a r  e l  c o m p o r t a m i e n t o  d i n á m i c o  d e  e s t a s  m i s m a s .  

 

C o mo  y a  h e mo s  a v e n t u r a d o  e l  m a y o r  p r o b l e m a  d e  A s t i l l e r o s  y  

S o c i e d a d e s  d e  C l a s i f i c a c i ó n  e s  e v i t a r  d e s d e  l a s  p r i m e r a s  f a s e s  d e  d i s e ñ o  

d e l  b u q u e ,  l o s  p o s i b l e s  f e n ó m e n o s  d e  r e s o n a n c i a .  P a r a  e l l o ,  d e b e n  

i mp l i c a r s e  t a n t o  e l  A s t i l l e r o  c o mo  s u s  s u m i n i s t r a d o r e s ,  y a  q u e  s o n  e l  

m o t o r  y  l a  h é l i c e  l a s  m a y o r e s  f u e n t e s  d e  e x c i t a c i ó n  d e l  b u q u e .  

 

L o s  p o s i b l e s  f e n ó m e n o s  d e  r e s o n a n c i a  s u r g e n  c u a n d o  u n a  d e  l o s  

m o d o s  y  f r e c u e n c i a s  p r o v e n i e n t e s  d e  l a s  f u e n t e s  d e  e x c i t a c i ó n  c o i n c i d e  

c o n  l o s  m o d o s  y  f r e c u e n c i a s  n a t u r a l e s  d e  l a  p r o p i a  e s t r u c t u r a .  L o s  

e f e c t o s  d e  d i c h o  f e n ó m e n o  s o n  p o s i b l e s  r o t u r a s  e n  o t r o s  e q u i p o s  o  

e s t r u c t u r a s ,  a d e m á s  d e  n i v e l e s  i n d e s e a b l e s  d e  r u i d o .  

 

A  b o r d o  d e  l o s  n u e v o s  b u q u e s  f e r r y ,  e s t e  p r o b l e m a  s u p o n e  a ú n  m a y o r  

i n t e r é s ,  p u e s t o  q u e  a  l a s  e s p e c i a l e s  c a r a c t e r í s t i c a s  c o n s t r u c t i v a s  d e l  

b u q u e  s e  u n e n  l a s  n e c e s i d a d e s  y  e x i g e n c i a s  e n  t o r n o  a l  c o n f o r t  d e  l o s  

p a s a j e r o s  e n  l a s  z o n a s  d e  a c o m o d a c i ó n .  E s t o  h a  p r o v o c a d o  q u e  e l  

a n á l i s i s  p o r  e l  m é t o d o  d e  l o s  e l e m e n t o s  f i n i t o s  d e l  b u q u e  c o mp l e t o  o  d e  

z o n a s  d e l  m i s m o  s e a  e n  l a  a c t u a l i d a d  u n a  d e  l a s  m a y o r e s  h e r r a m i e n t a s  

q u e  p o s e e n  l o s  i n g e n i e r o s  n a v a l e s  p a r a  e v i t a r  d e s d e  l a s  p r i m e r a s  f a s e s  

d e  d i s e ñ o  l o s  p o s i b l e s  e f e c t o s  d e  l a  v i b r a c i ó n .  

 

P o r  t a n t o ,  l a  t a r e a  q u e  s e  h a  q u e r i d o  a c o m e t e r  e n  e s t e  t r a b a j o  e s  l a  d e  

c a l c u l a r  l o s  f r e c u e n c i a s  n a t u r a l e s  y  mo d o s  d e  v i b r a c i ó n  d e  u n  e l e m e n t o  

“ l o c a l ”  d e  l a  e s t r u c t u r a ,  p o r  m e d i o  d e  e s t e ,  y a  m e n o s  n u e v o ,  m é t o d o  

n u mé r i c o .  C o n  e l  c o n o c i m i e n t o  d e  e s t o s  v a l o r e s ,  y  s u  c o m p a r a c i ó n  c o n  
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l a s  f r e c u e n c i a s  d e  l a s  f u e n t e s  e x c i t a d o r a s  p o d r í a  r e a l i z a r s e  o  n o  l a s  

m o d i f i c a c i o n e s  o p o r t u n a s  e n  e l  d i s e ñ o  e s t r u c t u r a l ,  s e p a r a n d o  

s u f i c i e n t e m e n t e ,  e n t r e  u n  1 5 - 2 0 % ,  f r e c u e n c i a s  p r o p i a s  l o c a l e s  d e  

f r e c u e n c i a s  e x c i t a d o r a s .  

5.2 Modos y frecuencias naturales en una viga 
E l  p r o b l e m a  c o n s i s t e  e n  h a l l a r  l o s  m o d o s  y  f r e c u e n c i a s  n a t u r a l e s  d e  

u n a  v i g a  a p o y a d a  e n  s u s  e x t r e m o s .  

 

 
 

C u a n d o  n o  e x i s t e n  c a r g a s  a p l i c a d a s  s o b r e  u n a  e s t r u c t u r a  y  e l  

a m o r t i g u a m i e n t o  s e  s u p o n e  d e s p r e c i a b l e ,  l a  e c u a c i ó n  d e  e q u i l i b r i o  

d i n á m i c o   

 

  }F{)}t(]{K[)}t(]{C[)}t(]{M[ =++ δδδ   [ 5 . 1 ]  

 

s e  t r a n s f o r m a  e n   

 

  }0{)}t(]{K[)}t(]{M[ =+ δδ  

 

s i e n d o  )t(δ  e l  v e c t o r  d e  d e s p l a z a m i e n t o s  n o d a l e s ,  q u e  v a r í a n  c o n  e l  

t i e mp o  t .  

 

E s t a  e c u a c i ó n  r e p r e s e n t a  u n  m o v i m i e n t o  a r mó n i c o  s i m p l e  e n  e l  q u e  

l a s  f u e r z a s  i n t e r n a s  d e  l a  e s t r u c t u r a  ( e l á s t i c a s  o  n o )  e q u i l i b r a n  e n  c a d a  

i n s t a n t e  a  l a s  f u e r z a s  d e  i n e r c i a .  
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P a r a  e s t u d i a r  l a  v i b r a c i ó n  n a t u r a l  d e  u n a  v i g a  s u p o n e m o s  q u e  e l  

v e c t o r  d e  d e s p l a z a m i e n t o s  n o d a l e s ,  v a r i a b l e  c o n  e l  t i e m p o ,  p u e d e  

e x p r e s a r s e  e n  l a  f o r m a .   

 

)wt(sen}{)}t({ φδδ +=  

 

D o n d e  }{δ  e s  e l  v e c t o r  f o r m a d o  p o r  l a s  a m p l i t u d e s  d e  l o s  

d e s p l a z a m i e n t o s  n o d a l e s  y  w  e s  l a  f r e c u e n c i a  d e  l a  v i b r a c i ó n .  T e n i e n d o  

e n  c u e n t a  q u e  

 

)wt(sen}{w)}t({ 2 ϕδδ +−=  

 

A l  s u s t i t u i r  e s t a  i g u a l d a d  e n  [ 4 . 1 ]  s e  o b t i e n e  

 

}0{}]){M[]K([ =− δλ ,       s i e n d o        2w=λ   [ 5 . 2 ]  

 

P a r a  q u e  e s t a  e c u a c i ó n  t e n g a  u n a  s o l u c i ó n  d i s t i n t a  d e  l a  t r i v i a l ,  

0}{ =δ ,  e s  n e c e s a r i o  s e  v e r i f i q u e  l a  e c u a c i ó n  c a r a c t e r í s t i c a  d e l  

p r o b l e m a  d e  a u t o v a l o r e s  

 

   }0{])M[]Kdet([ =− λ  

 

S i  n  e s  e l  o r d e n  d e  l a s  m a t r i c e s  [ M ]  y  [ K ]  h a b r á  n  e s c a l a r e s  λ i ,  

l l a m a d o s  a u t o v a l o r e s ,  q u e  s a t i s f a c e n  l a  e c u a c i ó n  c a r a c t e r í s t i c a .  A  c a d a  

a u t o v a l o r  λ i  y ,  p o r  t a n t o ,  a  c a d a  f r e c u e n c i a  n a t u r a l   iiw λ=  l e  

c o r r e s p o n d e  u n  v e c t o r  i}{δ ,  l l a m a d o  a u t o v e c t o r  o  m o d o  n a t u r a l ,  q u e  

s a t i s f a r á  e l  s i s t e m a  d e  e c u a c i o n e s  l i n e a l e s  y  h o m o g é n e a s  r e p r e s e n t a d o  

p o r  [ 4 . 2 ] .  P o r  c o n s i g u i e n t e ,  l a  v i g a  t e n d r á  u n  n ú m e r o  d e  f r e c u e n c i a s  y  

m o d o s  n a t u r a l e s  i g u a l  a l  o r d e n  d e  l a s  m a t r i c e s  [ M ]  y  [ K ] ,  q u e  c o i n c i d e  

c o n  e l  n ú m e r o  d e  g r a d o s  d e  l i b e r t a d  d e  l a  v i g a .   
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C o mo  e l  s i s t e m a  d e  e c u a c i o n e s  l i n e a l e s  e s  i n d e t e r m i n a d o ,  ú n i c a m e n t e  

s e  p u e d e  h a l l a r  v a l o r e s  r e l a t i v o s  d e  l a s  a m p l i t u d e s  d e  l o s  

d e s p l a z a m i e n t o s  n o d a l e s  c o r r e s p o n d i e n t e s  a  l o s  m o d o s  n a t u r a l e s .  E l l o  

o b l i g a  a  p r e f i j a r  e n  c a d a  m o d o  n a t u r a l  l a  a m p l i t u d  d e  u n o s  d e  l o s  

d e s p l a z a m i e n t o s  n o d a l e s ,  h a c i é n d o l a  u s u a l m e n t e  i g u a l  a  l a  u n i d a d .  

 

F r e c u e n c i a s  n a t u r a l e s  

 

D i s c r e t i z a c i ó n  d e  l a  e s t r u c t u r a  

 

D e  l a  m i m a  m a n e r a  q u e  d e s c r i b i mo s  e n  l a  u n i d a d  2 ,  l a  p r i m e r a  f a s e  

d e l  m é t o d o  d e l  e l e m e n t o  f i n i t o  e s  l a  d e  d e s c r e t i z a c i ó n  d e  l a  v i g a .  

 

 
E l e g i r  f u n c i o n e s  d e  a p r o x i m a c i ó n  

 

L a s  f u n c i o n e s  d e  a p r o x i m a c i ó n  e s c o g i d a s  s o n  l a s  m i s m a s  q u e  p a r a  e l  

e j e m p l o  d e  l a  s e c c i ó n  2 :  

 
3

4
2

321 xxx)x()x(y ααααφ +++=≈  

 

A s í  q u e  l a s  f u n c i o n e s  d e  i n t e r p o l a c i ó n  s e r á n :  

 

3

12

1

2

12

1
1 xx

xx
xx
xx31N ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

−=φ  
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C o mo  x 1 = 0  y  x 2 = L ,  l a s  a n t e r i o r e s  f u n c i o n e s  d e  f o r m a  s e  r e d u c e n  a :  

 

3

3

2

2

1 L
x2

L
x31N +−=φ  

2

32

1 L
x

L
x2xN +−=θ       

3

3

2

2

2 L
x2

L
x3N −=φ  

2

32

2 L
x

L
xN +−=θ  

 

M a t r i c e s  l o c a l e s  

 

S i e n d o  ρ  l a  d e n s i d a d  d e l  m a t e r i a l  d e  l a  v i g a ,  e  )t(y  e l  c a mp o  d e  

d e s p l a z a m i e n t o s ,  l a s  f u e r z a s  d e  i n e r c i a  p o r  u n i d a d  d e  v o l u m e n  e s t á n  

d e f i n i d a s  p o r   

 

)}t(y{}t/)t(y{ 22 ρρ ≡∂∂  

 

D e  a c u e r d o  c o n  e l  p r i n c i p i o  d e  D Á l e m b e r t 9,  e s t a s  f u e r z a s  d e  i n e r c i a  

s o n  e q u i v a l e n t e s  e s t á t i c a m e n t e  a  

                                                 
9 E l  p r i n c i p i o  d e  d ' A l e m b e r t ,  e n u n c i a d o  p o r  J e a n  d ' A l e m b e r t  e n  s u  o b r a  m a e s t r a ,  

e l  t r a t a d o  d e  d i n á m i c a  e s t a b l e c e  q u e  l a  s u m a  d e  l a s  f u e r z a s  e x t e r n a s  q u e  a c t ú a n  

s o b r e  u n  c u e r p o  y  l a s  d e n o m i n a d a s  f u e r z a s  d e  i n e r c i a  f o r m a n  u n  s i s t e m a  d e  f u e r z a s  

e n  e q u i l i b r i o .  



E.U.INGENIERÍA TÉCNICA NAVAL 
APLICACIÓN DEL MÉTODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS AL ESTUDIO DE 
VIBRACIONES EN VIGAS DE CONSTRUCCIÓN NAVAL 
AUTOR: PABLO CÉSPEDES CALDERÓN 

 
 

 94

)}t(y{ρ−  

 

s i e n d o  )t(y  e l  c a m p o  d e  d e s p l a z a m i e n t o s  d e l  e l e m e n t o ,  q u e   p o d r í a  

e x p r e s a r s e  a p r o x i m a d a m e n t e  c o mo  y a  h e m o s  v i s t o :  

 

)}t()]{z,y,x(N)}t(y{ ee δ=    [ 5 . 3 ]  

 

A h o r a  b i e n ,  e l  v e c t o r  d e  f u e r z a s  n o d a l e s  e q u i v a l e n t e  a  l a s  f u e r z a s  d e  

i n e r c i a  e s :  

 

eeVe

T
eine dV)})t(y{(]N[)}t(F{ ∫ −= ρ  

 

Y  s u s t i t u y e n d o  [ 4 . 3 ] ,  r e s u l t a  

 

)})t(){dV]N[]N[()}t(F{ eeVe e
T

eine δρ∫−=  

 

o  b i e n   

 

)})t(]{m[)}t(F{ eeine δ−=  

 

 P o r  l o  t a n t o ,  l a  m a t r i z  d e  m a s a  d e l  e l e m e n t o  [ m e ] ,  q u e d a  d e f i n i d a  p o r  

 

∫=
Ve ee

T
ee dV]N[]N[]m[ ρ  

 

D e f i n a m o s  a h o r a  c u a l  s e r á  l a  m a t r i z  d e  m a s a  d e  u n o  d e  l o s  e l e m e n t o s ;  

t e n e m o s :  
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1 L
x2

L
x31N +−=φ  
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1 L
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L
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3
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2

2 L
x2

L
x3N −=φ  

2

32

2 L
x

L
xN +−=θ  

 

∫=
Ve ee

T
ee dV]N[]N[]m[ ρ  
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L11Adx)
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L
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105
LAdx)

L
x

L
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32

44 ρρ =+−= ∫  

  

E s t o s  c o e f i c i e n t e s  d e t e r m i n a n  l a  m a t r i z  d e  r i g i d e z  d e  u n  e l e m e n t o  d e  

v i g a .  

 

22
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e

L4L22L3L13
L22156L1354

L3L13L4L22
L1354L22156

420
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−−−
−
−
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P o r  s u  p a r t e ,  l a  m a t r i z  d e  r i g i d e z  d e l  e l e m e n t o  [ K e ]  e s  l a  m i s m a  q u e  

o b t u v i m o s  p a r a  e l  p r o b l e m a  d e  d e s p l a z a m i e n t o s  d e  l a  s e c c i ó n  2 .  

 

[ ] dx]N[
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E s t a  e s  
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M a t r i c e s  g l o b a l e s  

 

A h o r a  s ó l o  t e n e mo s  q u e  e n s a m b l a r  l a s  m a t r i c e s  l o c a l e s  c o m o  y a  

s a b e m o s ,  p a r a  d e t e r m i n a r  l a s  m a t r i c e s  g l o b a l e s  d e  l a  v i g a .  
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A h o r a  n e c e s i t a m o s  a p l i c a r  l a s  c o n d i c i o n e s  d e  b o r d e .  Y a  q u e  e n  e l  

n o d o  1  y  5  l o s  d e s p l a z a m i e n t o s  s o n  n u l o s ,  a n u l a m o s  l a  p r i m e r a  y  

p e n ú l t i m a  f i l a  y  c o l u m n a ,  c o l o c a n d o  u n  1 ,  e n  e l  l u g a r  d o n d e  s e  c r u z a n  

f i l a s  y  c o l u mn a s  r e s p e c t i v a m e n t e  d e  l a s  d o s  ma t r i c e s  g l o b a l e s .  Q u e d a :  
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A h o r a  e s t a m o s  e n  c o n d i c i o n e s  d e  r e s o l v e r  l a  e c u a c i ó n  c a r a c t e r í s t i c a :  

 

  }0{])M[]Kdet([ =− λ  

 

P o r  t a n t o ,  d a n d o  v a l o r e s  a  l a s  c o n s t a n t e s  L ,  m  e  I ,  d e t e r m i n a r e m o s  

l o s  a u t o v a l o r e s  q u e  c o r r e s p o n d e n  a  l a s  f r e c u e n c i a s .   

 

E l  p e r f i l  H E - 6 0 0   d e  d o b l e  T  e s :  
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h = 6 0 0 c m 

b = 3 0 0 c m 

e = 3 5 c m  

d = 2 5 c m 

L = L o n g i t u d  d e l  e l e m e n t o  d e  l a  v i g a =  1  m e t r o  

 

P o r  t a n t o :  

 

A = Á r e a = 3 4 2 5 0 c m 2 = 3 , 4 2 m 2  

I = 2 1 , 2 8 0 7 m 4  

 

L = L o n g i t u d  d e l  e l e m e n t o  d e  l a  v i g a =  1  m e t r o  

Ton847,26m1xm42,3x)m/T(85,7LAelementodelmasam 23 ==== ρ  

 

M e d i a n t e  e l  p r o g r a m a  m a t h e m á t i c a  s e  h a  d e s a r r o l l a d o  e l  p r o b l e m a  

c a l c u l a d o  y  o b t e n i d o  l o s  r e s u l t a d o s 10.   

 

D e  e s t a  m a n e r a ,  l o s  5  a u t o v a l o r e s 11 m á s  p e q u e ñ o s  q u e  c u mp l e n  c o n  l a  

e c u a c i ó n  c a r a c t e r í s t i c a  s o n :  

 

                                                 
10 Ver  ejercicio mathematica: “Autovalores”. 
11 Sólo estudiamos los 5 primeros modos, pues son las frecuencias más bajas las más relevantes desde el 
punto de vista del estudio del riesgo de vibración. 
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6
1 10x33716,6=λ  

8
2 10x02143,1=λ  

8
3 10x31964,5=λ  

9
4 10x99752,1=λ  

9
5 10x04672,5=λ  

 

y ,  

 

s/Rad4,2517w 11 == λ  

s/Rad6,10106w 22 == λ  

s/Rad3,23064w 33 == λ  

s/Rad6,44693w 44 == λ  

s/Rad2,71040w 55 == λ  

 

D e  l a s  c u a l e s  ω 1  e s  l a  f r e c u e n c i a  m á s  b a j a  o  f r e c u e n c i a  f u n d a m e n t a l .  

D e  h e c h o ,  h a s t a  a h o r a  h e m o s  t r a t a d o  c o n  f r e c u e n c i a s  a n g u l a r e s ,  c u y a  

u n i d a d  e s  r a d i a n e s  p o r  s e g u n d o .  L a  f r e c u e n c i a  e n  H e r z i o s  s e  

d e t e r m i n a r í a :  

 

π2
w)Hz(f =  

 

s i e n d o  l a  f r e c u e n c i a  f  e l  n ú m e r o  d e  o s c i l a c i o n e s  p o r  s e g u n d o  q u e  s e  

r e a l i z a n .  

 

M o d o s  n a t u r a l e s  

 

E l  m o d o  n a t u r a l  c o r r e s p o n d i e n t e  a  c a d a  a u t o v a l o r  s e  d e t e r m i n a  

r e s o l v i e n d o  e l  s i s t e m a  d e  e c u a c i o n e s  l i n e a l e s :  

 

}0{}]){M[]K([ =− δλ  
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P a r a  c a d a  a u t o v a l o r  ( f r e c u e n c i a )  s e  o b t i e n e  u n  v e c t o r  d e  

d e s p l a z a m i e n t o s .  C o mo  e l  s i s t e m a  e s  i n d e t e r m i n a d o ,  h e mo s  d e  

n o r ma l i z a r  u n  n o d o  ( i g u a l á n d o l o  a  1  p o r  e j e mp l o ) ,  p o r  l o  q u e  s e  o b t i e n e  

e l  v e c t o r  d e  d e s p l a z a m i e n t o  e n  r e l a c i ó n  a  e s t e  n o d o  n o r ma l i z a d o .  

 

}}{},{},{},{},{},{},{},{},{{}{ 554332211 φθφθφθφθφδ = 12 

 

P a r a  6
1 10x33716,6=λ ,  e l  r e s u l t a d o  f u e 13:  

 

m01 =φ  

rad11071.11 =θ  

onormalizadnodom12 →=φ        

rad785406.02 =θ  

m41424.13 =φ  

rad0rad10x9.2 5
3 ≈= −θ  

m00004.14 =φ  

rad785406.04 −=θ  

m05 =φ  

rad11077.14 −=θ  

 

Í d e m  p a r a  l o s  d e m á s  a u t o v a l o r e s .   

F i n a l m e n t e ,  r e p r e s e n t a n d o  p r i m e r  y  s e g u n d o  mo d o  p o r  m e d i o  d e  u n a  

g r á f i c a :  

 

                                                 
12 Hay que reseñar que la nomenclatura que se ha usado en el programa mathemática es 
δ={{x},{y},{d},{z},{r},{s},{t},{u},{w},{q}}, para simplificar el proceso únicamente; siendo “d” el nodo 
normalizado. 
13 Ver ejercicio Mathemática: ”modos”. 



E.U.INGENIERÍA TÉCNICA NAVAL 
APLICACIÓN DEL MÉTODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS AL ESTUDIO DE 
VIBRACIONES EN VIGAS DE CONSTRUCCIÓN NAVAL 
AUTOR: PABLO CÉSPEDES CALDERÓN 

 
 

 102

 
 

primer y segundo modo vibratorio de la viga por el método aproximado de elementos finitos a escala 

no real. 

 

H a y  q u e  r e s e ñ a r ,  q u e  s e r í a  c o n v e n i e n t e  p a r a   e s t e  t i p o  d e  p r o b l e m a s ,  

c o n t r o l a r  a l g ú n  p r o g r a m a  p o r  e l e m e n t o s  f i n i t o s  a d e c u a d o .  D e  e s t a  

m a n e r a  l a  r e s o l u c i ó n  y  r e p r e s e n t a c i ó n  d e  l o s  d a t o s  o b t e n i d o s  s e r í a  

m u c h o  m á s  s e n c i l l o  y  e f i c a z .   

 

 

 

 

B i b l i o g r a f í a :  

 

1 .  M a n u e l  V á z q u e z ,  E l o í s a  L ó p e z :  “ E l  M é t o d o  d e  l o s  E l e m e n t o s  

F i n i t o s ,  a p l i c a d o  a l  a n á l i s i s  e s t r u c t u r a l ” ,  N o e l a ,  M a d r i d ,  2 0 0 1 .  
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6. DISCUSION 
L a  p a r t i d a  d e  n a c i m i e n t o  d e l  M E F ,  e s t a  f e c h a d a  e n  1 9 5 6 .  S e  t r a t a  d e  

u n  a r t í c u l o  h i s t ó r i c o  a p a r e c i d o  e n  u n a  r e v i s t a  r e l a c i o n a d a  c o n  l a  

i n d u s t r i a  a e r o n á u t i c a ,  y  s e  d e b í a  a  l a  n e c e s i d a d  d e  a n a l i z a r  c ó mo  s e  

d i s t o r s i o n a n  b a j o  p r e s i ó n  l a s  d i s t i n t a s  p a r t e s  d e  l a s  a l a s  y  d e l  f u s e l a j e  

d e  u n  a v i ó n ,  y  c ó mo  r e s p o n d e n  a  l a s  v i b r a c i o n e s .  

 

S e  c o n c e b í a  e n t o n c e s  u n a  n u e v a  t é c n i c a  d e  c á l c u l o ,  i n a b o r d a b l e  s i n  l a  

a y u d a  d e l  o r d e n a d o r ,  q u e  f u e  b a u t i z a d a  c o n  e l  n o mb r e  d e  “ c a l c u l o  

m a t r i c i a l  d e  e s t r u c t u r a s ” .  

 

A s í  p u e s ,  e l  M E F  n a c i ó  e n  e l  á m b i t o  d e l  c á l c u l o  d e  e s t r u c t u r a s  y  e s t o  

h a  i mp r e g n a d o  t o d a  l a  t e r m i n o l o g í a  a s o c i a d a  a l  m i s m o .  E n  u n  p r i n c i p i o  

s e  p r e s e n t o  c o mo  u n  p r o c e d i m i e n t o  d e  c á l c u l o  m a s ,  e n t r e  l o s  mu c h o s  

d e s a r r o l l a d o s  p o r  i n g e n i e r o s  o c u p a d o s  e n  r e s o l v e r  p r o b l e m a s  p r á c t i c o s .  

S i n  e m b a r g o ,  d u r a n t e  l o s  a ñ o s  s e s e n t a  l o s  i n v e s t i g a d o r e s  d e s c u b r i e r o n  

q u e  l a  e s e n c i a  d e  l o  q u e  h a b í a  s i d o  u n a  m e r a  g e n e r a l i z a c i ó n  d e l  c á l c u l o  

m a t r i c i a l  p o d í a  u t i l i z a r s e ,  n o  s o l o  p a r a  r e s o l v e r  p r o b l e m a s  d e  c á l c u l o  

d e  e s t r u c t u r a s ,  s i n o  t a m b i é n  p r o b l e m a s  d e  c a m p o  e n  g e n e r a l ,  t a l e s  c o m o  

p r o b l e m a s  d e  e l a s t i c i d a d  o  d e  c o n d u c c i ó n  d e  c a l o r .  

 

P o r  o t r o  l a d o ,  t r a s  e l  é x i t o  e n  l a s  p r i m e r a s  a p l i c a c i o n e s ,  s e  c o mp r o b ó  

q u e  a  p e s a r  d e  h a b e r  s i d o  d e s a r r o l l a d o  c o n  m e n t a l i d a d  p r á c t i c a  

( i n g e n i e r i l ) ,  e l  m é t o d o  t e n í a  h o n d a s  r a í c e s  m a t e m á t i c a s .  

 

E s t a  g e n e r a l i d a d  e m p e z ó  a  a t r a e r  e l  i n t e r é s  d e  l o s  m a t e m á t i c o s ,  l o s  

c u a l e s  c o n t r i b u y e r o n  d e c i s i v a m e n t e  a  e x p l i c a r  c o n  r i g o r  l a s  b a s e s  d e l  

M E F .  S i n  e m b a r g o ,  d e b e  h a c e r s e  n o t a r  q u e  l a  c o n t r i b u c i ó n  d e  l o s  

m a t e m á t i c o s  a l  M E F  h a  i d o  s i e m p r e  mu y  p o r  d e t r á s  d e  l a s  a p l i c a c i o n e s  

p r á c t i c a s .  E l  M E F  n a c i ó  c o m o  u n a  h e r r a m i e n t a  i n g e n i e r i l  y  s u s  l í n e a s  

b á s i c a s  d e  d e s a r r o l l o  h a n  e s t a d o  s i e m p r e  mu y  v i n c u l a d a s  a  l a  p r e s i ó n  d e  

l a  i n d u s t r i a  p o r  r e s o l v e r  p r o b l e m a s .  E n  mu c h a s  e t a p a s  d e  s u  e v o l u c i ó n  

s e  h a  c o n c e b i d o  y  a p l i c a d o  c o n  é x i t o  u n a  d e t e r m i n a d a  t é c n i c a  n u m é r i c a  

a n t e s  d e  e n c o n t r a r  s u  j u s t i f i c a c i ó n  m a t e m á t i c a  r i g u r o s a .  D e  h e c h o ,  e s  
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s i n t o m á t i c o  q u e  e l  p r i m e r  l i b r o  i m p o r t a n t e  e n  q u e  s e  a n a l i z a  e l  M E F  

d e s d e  e l  p u n t o  d e  v i s t a  m a t e m á t i c o  s e  p u b l i c a r a  e n  1 9 7 4 ,  c u a n d o  e l  

m é t o d o  l l e v a b a  a l  m e n o s  q u i n c e  a ñ o s  e m p l e á n d o s e  e n  l a  i n d u s t r i a  y  

h a b í a  a l c a n z a d o  u n a  g r a n  m a d u r e z  e n  s u  a p l i c a c i ó n  a  p r o b l e m a s  

l i n e a l e s .  

 

A d e má s ,  l a  m a n e r a  e n  q u e  i n g e n i e r o s  y  m a t e m á t i c o s  a b o r d a n  e l  

p r o b l e m a  d e  l a  d e s c r e t i z a c i ó n  d e  u n  c o n t i n u o  e s  d i f e r e n t e .  L o s  

m a t e m á t i c o s  h a n  d e s a r r o l l a d o  t é c n i c a s  g e n e r a l e s  a p l i c a b l e s  

d i r e c t a m e n t e  a  l a s  e c u a c i o n e s  d i f e r e n c i a l e s  q u e  r i g e n  e l  p r o b l e m a .  L o s  

i n g e n i e r o s ,  p o r  o t r a  p a r t e ,  s u e l e n  e n f r e n t a r s e  a l  p r o b l e m a  m á s  

i n t u i t i v a m e n t e  c r e a n d o  u n a  a n a l o g í a  e n t r e  e l e m e n t o s  d i s c r e t o s  r e a l e s  y  

p o r c i o n e s  f i n i t a s  d e  u n  d o m i n i o  c o n t i n u o .    

 

E s  p o r  t a n t o  d e  l a  p o s i c i ó n  d e  “ a n a l o g í a  d i r e c t a ” ,  a d o p t a d a  p o r  l o s  

i n g e n i e r o s ,  d e  d o n d e  n a c e  l a  e x p r e s i ó n  “ e l e m e n t o  f i n i t o ” .  

 

E l  m é t o d o  d e  l o s  e l e m e n t o s  f i n i t o s  e s  u n  mé t o d o  d e  a p r o x i m a c i ó n  

c u y a  e x a c t i t u d  d e p e n d e  d e l  n i v e l  d e  d i s c r e t i z a c i ó n  d e  l a  e s t r u c t u r a ,  a s í  

c o mo  d e  l a s  f u n c i o n e s  d e  a p r o x i m a c i ó n  q u e  u t i l i c e m o s .  G e n e r a l m e n t e ,  

c u a n t o  m a y o r  s e a  e l  g r a d o  d e l  p o l i n o m i o  d e  a p r o x i m a c i ó n ,  ma y o r  e s  l a  

e x a c t i t u d  d e l  m é t o d o .   

 

U n a  d e s v e n t a j a  d e l  M . E . F  e s  q u e  l a  m a s a  y  l a  e l a s t i c i d a d  n o  s i e m p r e  

s e  p u e d e n  s e p a r a r  e n  l o s  m o d e l o s  m a t e m á t i c o s  d e  l o s  s i s t e m a s  r e a l e s .  

C u a n d o  e s t u d i á b a m o s ,  e n  e f e c t o  l o s  s i s t e m a s  d i s t r i b u i d o s ,  e n  l o s  q u e  s e  

“ d i s t r i b u y e n ”  e s t a s  d o s  p r o p i e d a d e s ,  d e t e r m i n á b a mo s  l a  e c u a c i ó n  

d i f e r e n c i a l  d e  e q u i l i b r i o  d i n á m i c o  d e  l a   v i g a .  

 

N o  e n  t o d o s  l o s  c a s o s ,  e l  c o m p o r t a m i e n t o  d e  u n a  e s t r u c t u r a  c o n t i n u a  

p o d e mo s  d e s c r i b i r l a  m e d i a n t e  u n a  e c u a c i ó n  d i f e r e n c i a l ,  p e r o  e n  e s t e  

s e n c i l l o  c a s o  s í .  P o r  t a n t o ,  p o d e mo s  c o m p a r a r  l a  s o l u c i ó n  o b t e n i d a  

m e d i a n t e  e l  m é t o d o  d e  l o s  e l e m e n t o s  f i n i t o s  y  l a  s o l u c i ó n  r e a l ,  y  

d e t e r m i n a r  l a  m a g n i t u d  d e l  e r r o r  c o m e t i d o .  
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P a r a  a n a l i z a r  l a  a p r o x i m a c i ó n  d e l  M . E . F  c o n s i d e r a m o s  d e  n u e v o  l a  

m i s m a  v i g a  y  d e d u c i r e m o s  l a s  f r e c u e n c i a s  n a t u r a l e s  e x a c t a s .  

 

 
C o mo  d e d u c i mo s  e n  l a  s e c c i ó n  d e  “ e s t u d i o  g e n e r a l  d e  v i b r a c i o n e s  d e  

u n a  v i g a ” ,  l a  d e f l e x i ó n  y ( x , t )  s e  d e s c r i b e  p o r  l a  e c u a c i ó n  

 

)xsenCxcosCxsenhCxcoshC()tBsentcosA()t,x(y 4321nn ββββωω ++++=
 

L a s  c o n d i c i o n e s  d e  l í m i t e  s o n  l a s  m i s m a s  e n  x = 0  y  x = L ;  l a  d e f l e x i ó n  

y  e l  m o m e n t o  f l e x i o n a n t e  v a l e n  a m b o s  c e r o .  U s a n d o  e s t a s  c o n d i c i o n e s ,  

e n  x = 0 ,  

 

)xsenCxcosCxsenhCxcoshC()tBsentcosA(0)t,0(y
0

4

1

3

0

2

1

1nn ββββωω ++++==

21 CC0 +=  

)

0

xsen4C

1

xcos3C

0

xsenh2C

1

xcosh1C()tnBsentncosA(4EI0
4x

y4
EIM ββββωωβ −−++−==

∂

∂
−=

31 CC0 −=  

 

P o r  t a n t o ,  C 1 = C 3 = 0 .  

 

E n  x = L  

 

)LsenCLsenhC()tBsentcosA(0)t,L(y 42nn ββωω ++==  

y  
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)LsenCLsenhC()tBsentcosA(EI0
x
yEI)t,L(M 42nn

2
2

ββωωβ −+−==
∂
∂

−=

 

E s t a s  d o s  e c u a c i o n e s  s e  p u e d e n  e s c r i b i r ,  

 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

− 0
0

C
C

LsenLsenh
LsenLsenh

4

2

ββ
ββ

 

 

N o  c o n s i d e r a n d o  l a  s o l u c i ó n  t r i v i a l  c 2 = c 4 = 0  y  h a c i e n d o  e l  

d e t e r m i n a n t e  i g u a l  a  c e r o ,  s e  t i e n e  l a  e c u a c i ó n  d e  f r e c u e n c i a  

 

0LsenLsenh2 =− ββ  

 

Y a  q u e  0Lsenh >β  p a r a  t o d o s  l o s  v a l o r e s  d e  0L ≠β ,  l a s  ú n i c a s  

r a í c e s  p a r a  e s t a  e c u a c i ó n  s o n  ππππβ h,.....,3,2,,0L =  

4
44

4
442

n LA
EIn

wL
EIgL

ρ
πβω ==  

4
22

n LA
EIn

ρ
πω =  

e n  d o n d e  n  e s  e l  e n t e r o  q u e  i n d i c a  l a  a r mó n i c a ,  ρ  l a  d e n s i d a d  d e l  a c e r o ,  

y  A  l a  s e c c i ó n  t r a n s v e r s a l .  

R e s o l v i e n d o  l a  e c u a c i ó n  t e n e m o s  q u e  p a r a :  

 

n = 1   ω 1 = 2 5 1 6 , 7 2  r a d / s   

n = 2   ω 2 = 1 0 0 6 6 , 9  r a d / s  

n = 3   ω 3 = 2 2 6 5 0 , 5  r a d / s   

n = 4   ω 4 = 4 0 2 6 7 , 5  r a d / s  

n = 5   ω 5 = 6 2 9 1 7 , 9  r a d / s  

 

E s t a s  s o n  l a s  f r e c u e n c i a s  r e a l e s  q u e  c o m p a r á n d o l a s  c o n  l a s  

f r e c u e n c i a s  d e t e r m i n a d a s  p o r  e l  m é t o d o  d e  l o s  e l e m e n t o s  f i n i t o s 14:  

 
                                                 
14 Ver ejercicio mathemática: “Autovalores” 
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s/rad4,2517w1 =  

s/rad6,10106w2 =   

s/rad3,23064w3 =  

s/rad6,44693w4 =  

s/rad2,71040w5 =  

 

S e  o b s e r v a ,  q u e  h a s t a  e l  t e r c e r  a r mó n i c o  e l  e r r o r  c o m e t i d o  n o  s u p e r a  

e l  2 % ,  y  q u e  p a r a  l a  f r e c u e n c i a  p r i n c i p a l  e l  r e s u l t a d o  e s  p r á c t i c a m e n t e  

e x a c t o .  

 

A h o r a  c a l c u l a m o s  l a s  f r e c u e n c i a s  p o r  e l  m é t o d o  d e  l o s  e l e m e n t o s  

f i n i t o s  p e r o  d i s c r e t i z a n d o  l a  v i g a  e n  8  e l e m e n t o s 15.  

 

s/rad6,2523w1 =  

s/rad9,10156w2 =  

s/rad8,23000w3 =  

s/rad2.41199w4 =  

s/rad7.65118w5 =  

 

P u e d e  v e r s e  a h o r a  q u e  e l  m á x i m o  e r r o r  c o m e t i d o  n o  s u p e r a  e l  4 % ,  

c u a n d o  e n  e l  c a s o  a n t e r i o r  s u p e r ó  e l  1 2 % .   

P o r  t a n t o   c u a n t o  m á s  p e q u e ñ o  h a g a mo s  l a  “ m a l l a ”  q u e  s u b d i v i d e  a  l a  

v i g a  e n  e l e m e n t o s  f i n i t o s ,  m á s  n o s  a p r o x i m a m o s  a  l a  s o l u c i ó n  e x a c t a .  

 

                                                 
15 Ver ejercicio mathemática: “Aproximación por medio de 8 elementos finitos” 
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Modos naturales primero y segundo de la viga.  

 

 

 

 

 
Modos naturales primero y segundo de la viga por el M.E.F (4 elementos). 



E.U.INGENIERÍA TÉCNICA NAVAL 
APLICACIÓN DEL MÉTODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS AL ESTUDIO DE 
VIBRACIONES EN VIGAS DE CONSTRUCCIÓN NAVAL 
AUTOR: PABLO CÉSPEDES CALDERÓN 

 
 

 109

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

B i b l i o g r a f í a :  

 

1 .  F r a n c i s c o  B e l t r á n :  “ T e o r í a  g e n e r a l  d e l  M é t o d o  d e  l o s  

E l e m e n t o s  F i n i t o s ” .  N o t a s  d e  C l a s e .  D e p a r t a m e n t o  d e  M e c á n i c a  

E s t r u c t u r a l  y  C o n s t r u c c i o n e s  I n d u s t r i a l e s .  E T S  I n g e n i e r o s  

I n d u s t r i a l e s  M a d r i d .  C u r s o  1 9 9 8 - 9 9 .  

2 .  O . C .  Z i e n k i e w i c z  y  R . L . T a y l o r .  E l  M e t o d o  d e  l o s  E l e m e n t o s  

F i n i t o s .  M c G r a w - H i l l .  B a r c e l o n a .  1 9 9 4 .  

3 .  R . F . S t e i d e l  J r :  “ I n t r o d u c c i ó n  a l  e s t u d i o  d e  l a s  V i b r a c i o n e s  

M e c á n i c a s ” ,  C o n t i n e n t a l ,  M é x i c o ,  1 9 9 5 .  



E.U.INGENIERÍA TÉCNICA NAVAL 
APLICACIÓN DEL MÉTODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS AL ESTUDIO DE 
VIBRACIONES EN VIGAS DE CONSTRUCCIÓN NAVAL 
AUTOR: PABLO CÉSPEDES CALDERÓN 

 
 

 110

7. CONCLUSIONES 
E l  i n t e r é s  e n   t r a b a j a r  s o b r e  e s t e  t e m a ,  s u r g e  d e  l a  g r a n  e x p l o s i ó n  c o n  

q u e  e l  M é t o d o  d e  l o s  E l e m e n t o s  F i n i t o s  i n u n d ó  y a  h a c e  a l g ú n  t i e m p o  

t a n t o  e l  a m b i e n t e  a c a d é m i c o  c o mo  e l  c a m p o  d e  l a  i n d u s t r i a ,  u n i d o  a  l a s  

c a d a  v e z  m á s  e x i g e n t e s  n o r m a s  s o b r e  n i v e l e s  d e  v i b r a c i ó n  a  b o r d o  d e  

l o s  n u e v o s   b u q u e s  f e r r y .  

 

A  l o  l a r g o  d e  e s t e  t r a b a j o  s e  h a n  d e t e r m i n a d o  l a s  e c u a c i o n e s  d e  

e q u i l i b r i o  e s t á t i c o  y  d i n á m i c o  r e s p e c t i v a m e n t e  d e  u n a  v i g a ,  e n  e l  

p r i m e r  c a s o  c a r g a d o  u n i f o r m e m e n t e .  E l  o b j e t i v o  e r a  d e s c r i b i r  e l  

f u n d a m e n t o  t e ó r i c o  d e l  e l e m e n t o  f i n i t o  y  e n  e s t e  c a s o  p o d í a m o s  

c o mp a r a r  l a  a p r o x i m a c i ó n  p o r  m e d i o  d e l  m é t o d o  c o n  l a  s o l u c i ó n  e x a c t a  

d e s c r i t a  p o r  l a  e c u a c i ó n  d i f e r e n c i a l  d e  e q u i l i b r i o  d i n á m i c o .  P e r o  p a r a  

u n  b u q u e  c o mp l e t o  n o  e s  p o s i b l e  d e t e r m i n a r  u n a  e c u a c i ó n  d i f e r e n c i a l  

q u e  d e s c r i b a  s u  c o mp o r t a m i e n t o .  A  e s t e  t i p o  d e  e s t r u c t u r a s   l e  

l l a m á b a m o s  s i s t e m a s  c o n t i n u o s .  P a r a  e n c o n t r a r  u n a  s o l u c i ó n  l o  m á s  

a c e r t a d a  p o s i b l e  h a b í a m o s  d e  s u b d i v i d i r  c o m o  h i c i mo s  c o n  e l  e l e m e n t o  

v i g a  e n  e l e m e n t o s  f i n i t o s  p e r o  n o  i n f i n i t e s i m a l e s ,  e n  l o s  c u a l e s  

a p l i c a n d o  l a s  e c u a c i o n e s  d e  e q u i l i b r i o ,  e s t á t i c o  o  d i n á m i c o  e n  c a d a  

p u n t o  o  “ n o d o ”  p r e v i a m e n t e  c o n s i d e r a d o ,  a p r o x i m á b a mo s  l a  s o l u c i ó n  a  

l a  e s t r u c t u r a  t o t a l .  

 

C o mp r o b a n d o  e l  g r a n  v o l u me n  d e  c á l c u l o  q u e  h e m o s  n e c e s i t a d o  p a r a  

r e s o l v e r  u n a  s i m p l e  v i g a ,  n o  e s  d i f í c i l  e n t e n d e r  q u e  r e a l i z a r  l o  m i s m o  

c o n  u n  b u q u e  c o m p l e t o ,  e s  d e f i n i t i v a m e n t e  i m p o s i b l e .  P a r a  e l l o ,  s e  

c u e n t a n  e n  l a  a c t u a l i d a d  c o n  p o t e n t e s  c o m p u t a d o r a s  y  s o f t w a r e s  q u e  

p e r m i t e n  r e s o l v e r  e n  n u e s t r a s  o f i c i n a s  t é c n i c a s  l a  i n f i n i d a d  d e  

e c u a c i o n e s  q u e  d e s c r i b e n  e l  m o d e l o  y  q u e  d e  o t r o  m o d o  s e r í a  

i n a b a r c a b l e .   U n a  f o r m a  ú t i l  y  q u e  s e  l l e v a  a  c a b o  e n  L o s  A s t i l l e r o s  e s  

l a  p o s i b i l i d a d  d e  m a n e j a r  “ s u b e s t r u c t u r a s ” .  L a s  s u b e s t r u c t u r a s  s o n  

e n s a m b l a j e s  d e  e l e m e n t o s  b á s i c o s  ( p l a c a s  y  b a r r a s )  q u e  s e  e m p l e a n  

c o mo  “ m a c r o e l e m e n t o s ”  o  “ b l o q u e s ”  e n  l a  mo d e l i z a c i ó n  d e  e s t r u c t u r a s  

m á s  g r a n d e s  y  c o mp l e j a s .  
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E n  n u e s t r o s  d í a s ,  l a  c o n s t r u c c i ó n  d e  b u q u e s  t i p o  f e r r y  d e  n u e v a  

g e n e r a c i ó n  e s t á  e x p e r i m e n t a n d o  u n  g r a n  a u g e .   E l  r u i d o  y  v i b r a c i o n e s  

e n  b u q u e s  d e  e s t e  t i p o  s o n  d e  m á x i m a  i m p o r t a n c i a ,  p u e s t o  q u e  p r i m a  

a n t e  t o d o  e l  c o n f o r t  d e  p a s a j e r o s  e n  l a s  z o n a s  d e  a c o m o d a c i ó n .  P a r a  

e l l o  e x i s t e n  r e g l a s  e x i g i d a s  p o r  l a s  S o c i e d a d e s  d e  C l a s i f i c a c i ó n ,  q u e  

j u n t o  a  l a   r e s p o n s a b i l i d a d  d e  l o s  A s t i l l e r o s ,  h a c e n  q u e  e s t e  a s u n t o ,  e s t é  

e n  l a  p r i m e r a  l í n e a  d e  a t e n c i ó n  d e s d e  l a s  f a s e s  m á s  t e m p r a n a s  d e l  

d i s e ñ o  c o n s t r u c t i v o .  

 

E n  l í n e a s  g e n e r a l e s ,  l a  f o r m a  d e  e v i t a r  l o s  n i v e l e s  e x c e s i v o s  d e  

v i b r a c i ó n ,  c o n s i s t e  e n  e v i t a r  q u e  l a s  f r e c u e n c i a s  d e  v i b r a c i ó n  

p r o v e n i e n t e s  d e  l a s  f u e n t e s  d e  e x c i t a c i ó n  p r i n c i p a l e s  ( l a s  c u a l e s  s e  h a n  

d e s c r i t o  d e t a l l a d a m e n t e )  e n t r e n  e n  r e s o n a n c i a  c o n  l a s  f r e c u e n c i a s  

n a t u r a l e s  d e  l a  p r o p i a  e s t r u c t u r a ,  e s  d e c i r ,  q u e  e s t a s  d o s  f r e c u e n c i a s  

c o i n c i d a n .  D e  s e r  a s í ,   l a s  a mp l i t u d e s  d e  v i b r a c i ó n  a u m e n t a r í a n  

e n o r m e m e n t e  l l e g a n d o  a  p o n e r  e n  r i e s g o  i n c l u s o  l a  i n t e g r i d a d  d e  l a s  

e s t r u c t u r a s  o  d e  d e t e r m i n a d o s  e q u i p o s .  L a  f o r m a  d e  e v i t a r  e s t o ,  e s  

s e p a r a n d o  c o n v e n i e n t e m e n t e ,  m e d i a n t e  m o d i f i c a c i o n e s  e s t r u c t u r a l e s ,  l o s  

m o d o s  y  f r e c u e n c i a s  n a t u r a l e s  e n t r e  u n  1 5 %  y  2 0 %  d e  l a s  f r e c u e n c i a s  

e x c i t a d o r a s .  

 

P r e c i s a m e n t e  o b t e n e r  e s t o s  m o d o s  y  f r e c u e n c i a s  n a t u r a l e s  e s  l o  q u e  

h e mo s  h e c h o ,  p e r o  a p l i c a d o  a  u n  e l e m e n t o  v i g a .  D a d o  q u e  l a s  

c a r a c t e r í s t i c a s  d e  u n  f e r r y  o b l i g u e n  a  d i s p o n e r  d e  e s p a c i o s  d i á f a n o s  e n  

b o d e g a s  p a r a  e l  t r á n s i t o  d e  v e h í c u l o ,   y  q u e  p o r  e l l o  s e  d i s p o n g a n  d e  

p o c o s  ma m p a r o s ,  a s u m i é n d o s e  s u  l a b o r  p o r  l a r g o s  y  e s p a c i a d o s  p u n t a l e s  

e n  c r u j í a ;  e s t o  o b l i g a  a  q u e  s e  d i s p o n g a n  d e  g r a n d e s  t r a m o s  d e  v i g a s  

b a j o  l a s  c u b i e r t a s ,  y  q u e  e s t e  e l e m e n t o  c o n s t r u c t i v o ,  p o r  t a n t o ,  d e b a  s e r  

t e n i d o  mu y  e n  c u e n t a  e n  e l  p r o y e c t o .  

 

O b s e r v a n d o  l o s  r e s u l t a d o s  s e  l l e g a  a  l a  c o n c l u s i ó n  d e  q u e  e l  m é t o d o  

e s  s o b r a d a m e n t e  a p r o x i m a d o  y  d e  q u e  é s t e  l o  e s  c a d a  v e z  c u a n t o  m a y o r  

n ú me r o  d e  e l e m e n t o s  f i n i t o s  c o n s i d e r e m o s  e n  l a  f a s e  d e  d i s c r e t i z a c i ó n .  
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O t r a  c o n c l u s i ó n  q u e  s e  d e d u c e  i n m e d i a t a m e n t e  e s  q u e  p a r a  e s t r u c t u r a s  

m á s  c o mp l e j a s  e l  u s o  d e  c o mp u t a d o r a s  e s  p r i m o r d i a l .  

 

 T o d o  e s t o ,  u n i d o  a l  g r a n  i n t e r é s  q u e  e n  l o s  ú l t i m o s  a ñ o s ,  d e n t r o  d e  

l a  c o n s t r u c c i ó n  n a v a l ,  s u s c i t a  e l  c o n t r o l  d e  v i b r a c i o n e s ,   a s í  c o m o  a l  

a s u n t o  d e  q u e  mu c h o s  r e c i é n  i n g e n i e r o s  t é c n i c o  n a v a l e s  t r a b a j a n  

a c t u a l m e n t e  o  t r a b a j a r á n  c o n  h e r r a m i e n t a s  d e  e l e m e n t o s  f i n i t o s ,  p u e d e  

h a c e r  i n t e r e s a n t e  o  a l  m e n o s  n a d a  d e s d e ñ a b l e  l a  p r e s e n t e  m e m o r i a .  
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8. ANEXOS 

ANEXO 1 Construcción de diagramas de cortante y 
momento  

L o s  d i a g r a m a s  r e p r e s e n t a n  l a  v a r i a c i ó n  d e  e s t a s  f u e r z a s  a  l o  l a r g o  

d e l  e l e m e n t o ,  d i b u j a n d o  e n  l a s  a b s c i s a s  l a  l o n g i t u d  d e l  e l e m e n t o  y  e n  

l a s  o r d e n a d a s  e l  v a l o r  d e  l a  f u e r z a  i n t e r n a .  P a r a  a x i a l  y  c o r t a n t e  l o s  

v a l o r e s  p o s i t i v o s  s e  d i b u j a n  p o r  e n c i m a  d e l  e l e m e n t o  p e r o  p a r a  l o s  

m o m e n t o s  s e  d i b u j a r á  e l  d i a g r a m a  p a r a  e l  l a d o  t r a c c i o n a d o  d e l  

e l e m e n t o ,  a s í ,  s i  e l  e l e m e n t o  e s  h o r i z o n t a l  e l  l a d o  p o s i t i v o  d e l  d i a g r a m a  

e s t a r á  p a r a  a b a j o .  L a  c o n v e n c i ó n  p a r a  mo m e n t o s  r i g e  p a r a  c u a l q u i e r  

u b i c a c i ó n  d e  e s t e  e n  e l  e s p a c i o  y  e s  i n d e p e n d i e n t e  d e l  o r i g e n  e s c o g i d o ,  

y a  s e a  e s t e  e n  e l  e x t r e m o  d e r e c h o  o  i z q u i e r d o  d e l  e l e m e n t o .  

V i g a  s i m p l e m e n t e  a p o y a d a  c o n  u n a  c a r g a  d i s t r i b u i d a  

u n i f o r m e m e n t e  

 

C o n s t r u c c i ó n  d e l  d i a g r a m a  d e  c o r t e :   

      S a b e m o s  q u e  e l  e l e m e n t o  e s t á  e n  e q u i l i b r i o  p o r  l o  t a n t o  e l  

d i a g r a m a  e m p i e z a  e n  c e r o  y  t e r m i n a  e n  c e r o .  

      C u a n d o  h a y  f u e r z a s  p u n t u a l e s  e s t a s  i m p l i c a n  u n  b r i n c o  i g u a l  

a  s u  v a l o r  e n  e l  d i a g r a m a  d e  c o r t e  ( v a r i a c i ó n  b r u s c a  d e  e s t e ) ,  e l  

b r i n c o  s e  d a  e n  l a  m i s m a  d i r e c c i ó n  d e  l a  c a r g a  p u n t u a l  a p l i c a d a .  

      R e c o r d e mo s  q u e  e l  v a l o r  – w  e s  l a  p e n d i e n t e  d e l  d i a g r a m a  d e  

c o r t a n t e .  

E mp e z a n d o  p o r  e l  l a d o  i z q u i e r d o  t e n e m o s :   
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N o t e m o s  q u e  l a  s e c c i ó n  d e l  e x t r e mo  s e  c o n v i e r t e  e n  e l  c o r t a n t e ,  a s í  

p o d r í a m o s  d e c i r  q u e  V a  =  A y  y  V b  =  B y .  

D e t e r m i n a r e m o s  e l  p u n t o  d o n d e  e l  c o r t e  e s  c e r o :  

S i   e n t o n c e s  i g u a l a n d o  V  =  0  y  d e s p e j a n d o  x ,  t e n e m o s :        

 

e l  p u n t o  d e  c o r t a n t e  c e r o  s e  e n c u e n t r a  d i v i d i e n d o  e l  c o r t a n t e  d e  

e x t r e m o  p o r  l a  c a r g a  w .   

E n  r e s u m e n ,  p o d e mo s  o b t e n e r  e l  c o r t a n t e  e n  c u a l q u i e r  p u n t o  r e s t a n d o  

a l  c o r t a n t e  d e  e x t r e m o  l o  q u e  l l e v a m o s  d e  c a r g a  e n c i m a  d e l  t r a m o  

e s t u d i a d o  ( w . x ) .  

C o n s t r u c c i ó n  d e l  d i a g r a m a  d e  m o m e n t o s :  

      E l  d i a g r a m a  e m p i e z a  e n  c e r o  y  t e r m i n a  e n  c e r o .  

      C u a n d o  h a y  m o m e n t o s  d e  e x t r e m o  o  p u n t u a l e s  s e  i n t e r r u mp e  

l a  c o n t i n u i d a d  d e l  d i a g r a m a  p r e s e n t á n d o s e  u n  b r i n c o  e n  é s t e .  S i  e l  

m o m e n t o  p u n t u a l  e s  p o s i t i v o ,  e l  b r i n c o  s e r á  n e g a t i v o  y  v i c e v e r s a .  

T a l  y  c o m o  s e  mu e s t r a  e n  e s t o s  e j e m p l o s :  
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 R e c o r d e m o s  q u e  e l  v a l o r  d e l  c o r t a n t e  e s  i g u a l  a  l a  

p e n d i e n t e  d e l  d i a g r a m a  d e  m o m e n t o s .    

R e t o m a n d o  e l  e j e m p l o  i n i c i a l  y  e mp e z a n d o  p o r  e l  l a d o  i z q u i e r d o  d e  l a  

v i g a  t e n e m o s :  
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S e g ú n  l a  c o n v e n c i ó n  f i j a d a  l o s  m o m e n t o s  p o s i t i v o s  p r o d u c e n  

t r a c c i o n e s  e n  l a  p a r t e  i n f e r i o r ,  p o r  e s o  s e  c o l o c a  e l  e j e  p o s i t i v o  p a r a  

a b a j o .   

N o t e m o s  q u e  c o n  l a s  p e n d i e n t e s  s e  p u e d e  t r a z a r  f á c i l m e n t e  e l  

d i a g r a m a  d e  mo m e n t o s ,  i n c l u s i v e  n o s  m u e s t r a  l a  c u r v a t u r a .  

S a b e m o s  q u e  u n  m o m e n t o  p o s i t i v o  p r o d u c e  c o n c a v i d a d  h a c i a  a r r i b a ,  

p o r  l o  t a n t o  l a  c u r v a t u r a  s e r á  h a c i a  a r r i b a .  

  

  

B i b l i o g r a f í a :  

1 .  M . I .  J e s ú s  A l o n s o  A p o d a c a  E s p i n o z a .  “ A p u n t e s  d e  A n á l i s i s  

E s t r u c t u r a l ” .  I n g e n i e r í a  C i v i l .  U n i v e r s i d a d  d e  M e x i c o .  2 0 0 4   
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ANEXO 2 Módulo de inercia 
E l  m o m e n t o  d e  I n e r c i a  e s  l a  r e s i s t e n c i a  q u e  u n  c u e r p o  e n  r o t a c i ó n  

o p o n e  a l  c a m b i o  d e  s u  v e l o c i d a d  d e  g i r o .  A  v e c e s  s e  d e n o m i n a  i n e r c i a  

r o t a c i o n a l .  E l  m o m e n t o  d e  i n e r c i a  d e s e m p e ñ a  e n  l a  r o t a c i ó n  u n  p a p e l  

e q u i v a l e n t e  a l  d e  l a  m a s a  e n  e l  m o v i m i e n t o  l i n e a l .  P o r  e j e m p l o ,  s i  u n a  

c a t a p u l t a  l a n z a  u n a  p i e d r a  p e q u e ñ a  y  u n a  g r a n d e  a p l i c a n d o  l a  m i s m a  

f u e r z a  a  c a d a  u n a ,  l a  p i e d r a  p e q u e ñ a  s e  a c e l e r a r á  m u c h o  m á s  q u e  l a  

g r a n d e .  D e  mo d o  s i m i l a r ,  s i  s e  a p l i c a  u n  m i s m o  p a r  d e  f u e r z a s  a  u n a  

r u e d a  c o n  u n  mo m e n t o  d e  i n e r c i a  p e q u e ñ o  y  a  o t r a  c o n  u n  m o m e n t o  d e  

i n e r c i a  g r a n d e ,  l a  v e l o c i d a d  d e  g i r o  d e  l a  p r i m e r a  r u e d a  a u m e n t a r á  

m u c h o  m á s  r á p i d a m e n t e  q u e  l a  d e  l a  s e g u n d a .  

E l  m o m e n t o  d e  i n e r c i a  d e  u n  o b j e t o  d e p e n d e  d e  s u  ma s a  y  d e  l a  

d i s t a n c i a  d e  l a  m a s a  a l  e j e  d e  r o t a c i ó n .  P o r  e j e m p l o ,  u n  v o l a n t e  d e  

1  k g  c o n  l a  m a y o r í a  d e  s u  ma s a  c e r c a n a  a l  e j e  t e n d r á  u n  m o m e n t o  d e  

i n e r c i a  m e n o r  q u e  o t r o  v o l a n t e  d e  1  k g  c o n  l a  m a y o r í a  d e  l a  m a s a  

c e r c a n a  a l  b o r d e  e x t e r i o r .  

E l  mo m e n t o  d e  i n e r c i a  d e  u n  c u e r p o  n o  e s  u n a  c a n t i d a d  ú n i c a  y  f i j a .  

S i  s e  r o t a  e l  o b j e t o  e n  t o r n o  a  u n  e j e  d i s t i n t o ,  e n  g e n e r a l  t e n d r á  u n  

m o m e n t o  d e  i n e r c i a  d i f e r e n t e ,  p u e s t o  q u e  l a  d i s t r i b u c i ó n  d e  s u  m a s a  

e n  r e l a c i ó n  a l  n u e v o  e j e  e s  n o r m a l m e n t e  d i s t i n t a .  

E l  m o m e n t o  d e  i n e r c i a  r e s p e c t o  a l  e j e  d e  l a  s e c c i ó n  t r a n s v e r s a l  d e  

u n a  v i g a  s e  e s c r i b e :  

∫=
A

2
cseceje dAyI  

s i e n d o  A ,  e l  á r e a  d e  l a  s e c c i ó n  t r a n s v e r s a l  d e  l a  v i g a .  

E n  c a s o s  s e n c i l l o s ,  l o s  m o m e n t o s  d e  i n e r c i a  s e  c a l c u l a n  

a n a l í t i c a m e n t e  c o n  f a c i l i d a d .  S e a ,  p o r  e j e m p l o ,  u n a  s e c c i ó n  e n  d o b l e  

T ,  c o mo  l a  d e  l a  f i g u r a .  
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∫=
A

2
z dAyI  

 

S i  h a c e m o s  h 1 = h - e  y  s e p a r a mo s  e l  á r e a  e n  d o s  r e g i o n e s  

 

∫∫ += 2
h

0

22
h

h

2
z dydy2bdyy2I

1
 

 

R e s u l t a n d o :  

 

12
dh

12
)hh(bI

33
1

3

z +
−

=  

 

 

S i e n d o :  

 

h = 6 0 0 c m 

b = 3 0 0 c m 

e = 3 5 c m  

d = 2 5 c m 
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P o r  t a n t o :  

 

A = Á r e a = 3 4 2 5 0 c m 2 = 3 , 4 2 m 2  

I = 2 1 , 2 8 0 7 m 4  
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ANEXO 3 Ecuaciones diferenciales lineales 
U n a  e c u a c i ó n  d i f e r e n c i a l  e s  u n a  e c u a c i ó n  e n  l a  q u e  i n t e r v i e n e n  

d e r i v a d a s  d e  u n a  o  m á s  f u n c i o n e s .  

L a  r e s o l u c i ó n  d e  e c u a c i o n e s  d i f e r e n c i a l e s  e s  u n  t i p o  d e  p r o b l e m a  

m a t e m á t i c o  c o n s i s t e n t e  e n  b u s c a r  u n a  f u n c i ó n  d e  c u m p l a  d e t e r m i n a d a  

e c u a c i ó n  d i f e r e n c i a l .  

E s t a s  e c u a c i o n e s  s e  c l a s i f i c a n  e n  d o s  t i p o s .  E n  l a  e c u a c i ó n  

d i f e r e n c i a l  o r d i n a r i a  s ó l o  p a r t i c i p a n  d e r i v a d a s  t o t a l e s ,  y  e x i s t e n  

m é t o d o s  d e  r e s o l u c i ó n  g e n é r i c a  s e g ú n  e l  t i p o  

L a  e c u a c i ó n  d i f e r e n c i a l  e n  d e r i v a d a s  p a r c i a l e s  e s  d e  a l t a  

c o mp l e j i d a d ,  s u e l e n  s e r  c a p í t u l o s  o  t r a t a d o s  e n o r me s .  C a d a  c a s o  e s  

e s p e c i a l  y  t i e n e  s u  m é t o d o  p a r t i c u l a r  d e  r e s o l u c i ó n .  

D e n t r o  d e  l a s  e c u a c i o n e s  d i f e r e n c i a l e s  o r d i n a r i a s  e s t á n  l a s  

e c u a c i o n e s  d i f e r e n c i a l e s  l i n e a l e s .  E s t a s  s o n  e l  t i p o  d e  f u n c i o n e s  

a n a l í t i c a s  q u e  s e  u s a n  p o r  e j e mp l o  p a r a  r e p r e s e n t a r  l o s  c a m p o s  

v i b r a t o r i o s .  

 

T e o r í a  

 

S e  l e s  d a  e l  n o mb r e  d e  E c u a c i o n e s  D i f e r e n c i a l e s  L i n e a l e s ,  s i  l a  

r e l a c i ó n  e n t r e  l a s  d e r i v a d a s  s u c e s i v a s  d e  s u s  c o e f i c i e n t e s  e s  d e  l a  

f o r m a :  

a o ( x )  y ( n )  +  a 1 ( x ) y ( n - 1 )  +  . . .  +  a n - 1 ( x ) y  +  a n ( x ) y  =  h ( x )  

S i  a o ( x )  e s  d i f e r e n t e  d e  c e r o ,  l a  e c u a c i ó n  s e  n o r m a l i z a  

y ( n )  +  b 1 ( x ) y ( n - 1 )  +  . . .  +  b n - 1 ( x ) y  +  b n ( x ) y  =  h ( x ) / a o ( x )  

 

C l a s i f i c a c i ó n :  

 

1 . -  a )  S i  h ( x )  =  0 ,  l a  e c u a c i ó n  e s  h o m o g é n e a .   

S i  h ( x )  e s  d i s t i n t o  d e  c e r o ,  l a  e c u a c i ó n  e s  l i n e a l  n o  h o m o g é n e a .   

 

2 . -  a )  S i  a 1 ( x ) = c  p a r a  t o d a  y ,  l a  e c u a c i ó n  e s  l i n e a l  d e  c o e f i c i e n t e s  

c o n s t a n t e s .   
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S i  a i = a i ( x )  p a r a  t o d a  i ,  l a  e c u a c i ó n  e s  l i n e a l  d e  c o e f i c i e n t e s  

v a r i a b l e s .   

S e a  y ' '  +  p ( x ) y '  +  q ( x ) y  =  r ( x )  u n a  e . d . o .  ( 1 )   

c o n  s u  h o m o g é n e a  c o r r e s p o n d i e n t e  y ' '  +  p ( x )  y ' +  q ( x ) y  = 0  

 

P r i n c i p i o  d e  s u p e r p o s i c i ó n  o  l i n e a l i d a d :  

 

1 . -  S e a n  y 1 ( x )  y  y 2 ( x )  s o l u c i o n e s  p a r c i a l e s  d e  l a  e c u a c i ó n  h o mo g é n e a :   

c 1 y 1 ( x )  y  c 2  y 2 ( x )  s o n  s o l u c i o n e s  d e  ( 2 )  y   

y  =  c 1 y 1 ( x )  y  c 2  y 2 ( x )  e s  t a m b i é n  u n a  s o l u c i ó n .  

 

2 . -  y  =  c 1 y 1 ( x )  +  c 2  y 2 ( x )  e s  t a m b i é n  s o l u c i ó n  g e n e r a l  d e  l a  e c u a c i ó n  

( 2 ) .  

 

3 . -  L a s  s o l u c i o n e s  d e  l a  e c u a c i ó n  ( 1 )  p u e d e n  s e r :   

y 1 ( x )  y  y 2 ( x )  d e  l a  e c u a c i ó n  h o mo g é n e a  c o r r e s p o n d i e n t e  y  u n a  

s o l u c i ó n  y ( r ( x ) )  ( p a r t i c u l a r ) ,  d e t e r m i n a d a  p o r  r ( x ) .   

 

M é t o d o  d e  s o l u c i ó n  p a r a  l a s  e c u a c i o n e s  d i f e r e n c i a l e s  l i n e a l e s :  

 

D e  o r d e n  m a y o r  o  i g u a l  a  2 .  

L a  e c u a c i ó n  d i f e r e n c i a l  n o r m a l i z a d a  t o m a  l a  f o r m a :  

 

y " +  p ( x ) y '  +  q ( x ) y = r ( x )  

o  S i  p ( x )  y  q ( x )  s o n  c o n s t a n t e s  ,  l a  e c u a c i ó n  t o m a  l a  f o r m a  :   

y " + a y ' +  b y = r ( x )  

e s  l l a m a d a  l i n e a l  d e  c o e f i c i e n t e s  c o n s t a n t e s .   

 

o  C u a n d o  r ( x )  = 0  ,  l a  e c u a c i ó n  e s  h o m o g é n e a ,  s i  r ( x )  e s  d i f e r e n t e  

d e  c e r o ,  l a  e c u a c i ó n  e s  n o  h o m o g é n e a .   

 

o  P a r a  r e s o l v e r  l a s  e c u a c i o n e s  s e  u s a r á n  l a s  p r o p i e d a d e s  d e  l a s  

e c u a c i o n e s  d i f e r e n c i a l e s  l i n e a l e s  d e  p r i m e r  o r d e n .   
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1 .  E n  e l  c a s o  m á s  s e n c i l l o  d e  u n a  e c u a c i ó n  d i f e r e n c i a l  l i n e a l  d e  

c o e f i c i e n t e s  c o n s t a n t e s  h o m o g é n e a  s e  b u s c a  l a  s o l u c i ó n  p o r  a n a l o g í a  

c o n  l a s  e c u a c i o n e s  l i n e a l e s  h o m o g é n e a s  d e  p r i m e r  o r d e n :  

y  =  e m x   

m  =  c o n s t a n t e  a  d e t e r m i n a r  

a l  d e r i v a r  d o s  v e c e s  y  s u b s t i t u i r  e n  l a  e c u a c i ó n  c o r r e s p o n d i e n t e :  

( m 2 +  a m  +  b )  e m x  =  0  

d a d o  q u e  e m x  e s  d i f e r e n t e  d e  c e r o  - >  m 2 +  a m  +  b  =  0 .  

L o s  v a l o r e s  d e  e s t e  p o l i n o m i o ,  l l a m a d o  c a r a c t e r í s t i c o  d e t e r m i n a n  l a s  

s o l u c i o n e s   

y  =  e m 1 x   

y  =  e m 2 x  

 

2 .  E c u a c i o n e s  n o  h o mo g é n e a s :  

 

I )  M é t o d o  d e  c o e f i c i e n t e s  v a r i a b l e s :  

 P r o p o n e r  u n a  s o l u c i ó n  p a r t i c u l a r  y p =  y ( r ( x ) ) .   

 C u i d a r  q u e  n o  e x i s t a  d e p e n d e n c i a  l i n e a l  c o n  l a s  

s o l u c i o n e s  p a r c i a l e s  d e  l a  e c u a c i ó n  h o mo g é n e a  

c o r r e s p o n d i e n t e .   

 D e t e r m i n a r ,  a l  d e r i v a r  l a  s o l u c i ó n  p r o p u e s t a  y p  

y  s u b s t i t u i r  e n  l a  e c u a c i ó n  o r i g i n a l ,  l o s  c o e f i c i e n t e s  

q u e  h a c e n  v á l i d a  l a  p r o p u e s t a .   

I I )  M é t o d o  G e n e r a l :  

E s t e  m é t o d o  t i e n e  l a  v e n t a j a  d e  n o  r e q u e r i r  i n d e p e n d e n c i a  l i n e a l  p a r a  

d e t e r m i n a r  l a  s o l u c i ó n  p a r t i c u l a r  q u e  s e  p r o p o n e ;  a d e m á s  d e  q u e  l a s  

f u n c i o n e s  r ( x )  p u e d e n  o  n o  s e r  d e  o r d e n  e x p o n e n c i a l ;  e s  d e c i r ,  l a  ú n i c a  

r e s t r i c c i ó n  q u e  s e  i m p o n e  e s  q u e  r ( x )  s e a  i n t e g r a b l e .   

y  =  c 1 y 1 ( x )  +  c 2  y 2 ( x )  

d o n d e  y 1  y  y 2  s o n  s o l u c i o n e s  p a r c i a l e s  d e  l a  e c u a c i ó n  h o mo g é n e a  

c o r r e s p o n d i e n t e .  

o  S u p ó n g a s e   

c 1  =  c 1 ( x )  y  c 2  =  c 2 ( x )  

o  D e r í v e s e   
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y  p =  c 1 y 1 ( x )  +  c 2  y 2 ( x )  

c o n  l a  c o n d i c i ó n  d e  q u e   

c 1 y ' 1 ( x )  +  c 2  y ' 2 ( x )  =  0  

o  S e  o b t i e n e  u n  s i s t e m a  d e  e c u a c i o n e s   

c 1 y ' 1 ( x )  +  c 2  y ' 2 ( x )  =  0  

c ' 1 y ' 1 ( x )  +  c ' 2  y ' 2 ( x )  =  r ( x )  

a l  r e s o l v e r  e l  s i s t e m a  y  d e t e r m i n a r  a  l a s  f u n c i o n e s  

c 1 ( x )  y  c 2  ( x )   

s e  o b t i e n e  l a  s o l u c i ó n  p a r c i a l  b u s c a d a .  
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ANEXO 4 Cavitación  
L a  c a v i t a c i ó n  o  a s p i r a c i ó n  e n  v a c í o  e s  u n  e f e c t o  h i d r o d i n á m i c o  q u e  

s e  p r o d u c e  c u a n d o  e l  a g u a  o  c u a l q u i e r  o t r o  f l u i d o  p a s a  a  g r a n  v e l o c i d a d  

p o r  u n a  a r i s t a  a f i l a d a ,  c o m o  l a  p a l a  d e  l a  h é l i c e ,  p r o d u c i e n d o  u n a  

d e s c o m p r e s i ó n  d e l  f l u i d o .  P u e d e  o c u r r i r  q u e  s e  a l c a n c e  l a  p r e s i ó n  d e  

v a p o r  d e l  l í q u i d o  d e  t a l  f o r m a  q u e  l a s  mo l é c u l a s  q u e  l o  c o mp o n e n  

c a m b i a n  i n m e d i a t a m e n t e  a  e s t a d o  d e  v a p o r ,  f o r m á n d o s e  b u r b u j a s  o ,  m á s  

c o r r e c t a m e n t e ,  c a v i d a d e s .  L a s  b u r b u j a s  f o r m a d a s  v i a j a n  a  z o n a s  d e  

m a y o r  p r e s i ó n  e  i m p l o t a n  ( e l  v a p o r  r e g r e s a  a l  e s t a d o  l í q u i d o  d e  ma n e r a  

s ú b i t a ,  « a p l a s t á n d o s e »  b r u s c a m e n t e  l a s  b u r b u j a s )  p r o d u c i e n d o  u n a  

e s t e l a  d e  g a s  y  u n  r á p i d o  d e s g a s t e  d e  l a  s u p e r f i c i e  q u e  o r i g i n a  e s t e  

f e n ó m e n o .  

L a  i m p l o s i ó n  c a u s a  o n d a s  d e  p r e s i ó n  q u e  v i a j a n  e n  e l  l í q u i d o .  E s t a s  

p u e d e n  d i s i p a r s e  e n  l a  c o r r i e n t e  d e l  l í q u i d o  o  p u e d e n  c h o c a r  c o n  u n a  

s u p e r f i c i e .  S i  l a  z o n a  d o n d e  c h o c a n  l a s  o n d a s  d e  p r e s i ó n  e s  l a  m i s m a ,  e l  

m a t e r i a l  t i e n d e  a  d e b i l i t a r s e  m e t a l ú r g i c a m e n t e  y  s e  i n i c i a  u n a  e r o s i ó n  

q u e ,  a d e m á s  d e  d a ñ a r  l a  s u p e r f i c i e ,  p r o v o c a  q u e  é s t a  s e  c o n v i e r t a  e n  

u n a  z o n a  d e  m a y o r  p é r d i d a  d e  p r e s i ó n  y  p o r  e n d e  d e  m a y o r  f o c o  d e  

f o r m a c i ó n  d e  b u r b u j a s  d e  v a p o r .  S i  l a s  b u r b u j a s  d e  v a p o r  s e  e n c u e n t r a n  

c e r c a  o  e n  c o n t a c t o  c o n  u n a  p a r e d  s ó l i d a  c u a n d o  i m p l o s i o n a n ,  l a s  

f u e r z a s  e j e r c i d a s  p o r  e l  l í q u i d o  a l  a p l a s t a r  l a  c a v i d a d  d e j a d a  p o r  e l  

v a p o r  d a n  l u g a r  a  p r e s i o n e s  l o c a l i z a d a s  m u y  a l t a s ,  o c a s i o n a n d o  

p i c a d u r a s  s o b r e  l a  s u p e r f i c i e  s ó l i d a .  

E l  f e n ó m e n o  g e n e r a l m e n t e  v a  a c o m p a ñ a d o  d e  r u i d o  y  v i b r a c i o n e s ,  

d a n d o  l a  i mp r e s i ó n  d e  q u e  s e  t r a t a r a  d e  g r a v a  q u e  g o l p e a  e n  l a s  

d i f e r e n t e s  p a r t e s  d e  l a  e s t r u c t u r a .  

S e  p u e d e  p r e s e n t a r  t a m b i é n  c a v i t a c i ó n  e n  o t r o s  p r o c e s o s  c o mo ,  p o r  

e j e m p l o ,  e n  h é l i c e s  d e  a v i o n e s ,  b o m b a s  y  t e j i d o s  v a s c u l a r i z a d o s  d e  

a l g u n a s  p l a n t a s .  
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ANEXO 5 Vano de popa y timón 
 

 
D  = D i á m e t r o  d e  l a  h é l i c e .  P a r a  p r o p u l s i ó n  c o n v e n c i o n a l ,  s e  s i t ú a  

e n t r e  

0 , 6 3  y  0 , 6 7 H .  

 

H  =  C a l a d o  

B  =  I n m e r s i ó n  d e  l a  p o p a  m í n i m a  r e c o m e n d a b l e  =  0 , 0 5 / 0 , 1 H  

A  =  Á r e a  d e  l a  p a l a  d e l  t i m ó n  =  

2
2

251
100

m
L
BHL

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

 

D i s t a n c i a s  r e c o m e n d a d a s :   

a >  0 , 2 R  ( h é l i c e )  

b >  ( 0 , 7 - 0 , 0 4 z ) R  ( z  =  n ú m e r o  d e  p a l a s )  

c >  ( 0 , 4 8 - 0 , 0 2 z ) R  

d >  0 , 0 7  R  
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ANEXO 6 Fuentes excitadoras 
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ANEXO 7 Masa añadida 
L a s  p r e s i o n e s  d i n á m i c a s  q u e  a c t ú a n  s o b r e  l a  p a r t e  s u m e r g i d a  d e l  

c a s c o  e n  s u  mo v i m i e n t o  v i b r a t o r i o  j u e g a n  u n  p a p e l  i m p o r t a n t e  e n  e l  

c o mp o r t a m i e n t o  d i n á m i c o  d e l  b u q u e .  P a r a  t e n e r  e n  c u e n t a  e s t o s  e f e c t o s  

s e  i n t r o d u c e  u n  t é r m i n o  a d i c i o n a l  e n  l a s  e c u a c i o n e s  d e  mo v i m i e n t o  

d e n o m i n a d o  ma s a  a ñ a d i d a  o  a g u a  a r r a s t r a d a .  

E n  c o n d i c i o n e s  d e  f l u i d o  i n c o mp r e s i b l e  p u e d e  e s t a b l e c e r s e  l a  

e c u a c i ó n  d e l  p r o b l e m a  a c o p l a d o  e n  l a  f o r m a  s i g u i e n t e :  

 

0)( =+++ KXXCXMM  

 

d o n d e  l a s  m a t r i c e s  M ,  C  y  K  r e p r e s e n t a n ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  l a  m a s a ,  

e l  a m o r t i g u a m i e n t o  y  l a  r i g i d e z  d e  l a  e s t r u c t u r a ,  y  X  l o s  

d e s p l a z a m i e n t o s  d e  l o s  n u d o s  d e  l a  e s t r u c t u r a .  L a  m a t r i z  d e  m a s a  

a ñ a d i d a  v i e n e  d a d a  p o r :  

 
TLLHM −−ρ= 1  

 

d o n d e  ρ  e s  l a  d e n s i d a d  d e l  f l u i d o ,  L  l a  m a t r i z  d e  i n t e r a c c i ó n  y  H  l a  

m a t r i z  d e l  f l u i d o .  
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