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ANALISIS DE ESTRUCTURAS NAVALES POR EL METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS
CON SOFTWARE

El método de elementos finitos constituye en la actualidad una herramienta habitual
para desarrollar diferentes tipos de problemas en computador, con lo cual se ha
logrado estudiar eficientemente el comportamiento de una embarcacion, tanto estatica
como dindmicamente, y con esto tener la capacidad de predecir concentracion de
tensiones, deformaciones, frecuencias naturales y modos de vibracién de partes
especificas de la estructura.

Con la alta competitividad de los astilleros del mundo, la reducciéon de tiempo y costo
en el disefio naval es fundamental para desarrollar proyectos de cualquier envergadura
y con este método se logra una agilizacién continua en el proceso de ingenieria basica
de un proyecto. Sin embargo las aplicaciones a estructuras navales particulares no son
comunes en los astilleros.

1. EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS

El método de elementos finitos es un método numérico cuya aplicacién sirve para
calcular comportamientos de estructuras de ingenieria. Puede emplearse para obtener
desviaciones, esfuerzos, vibraciones, comportamientos de flujo, entre otros
fendmenos; en los cuales la geometria de la estructura o la complejidad de las cargas
aplicadas, hacen imposible obtener una solucién analitica del problema. En este
método, una estructura compleja se divide en muchos y pequefios blogues simples,
llamados elementos finitos, de los cuales puede describirse su conducta (de un
elemento individual) con un set relativamente simple de ecuaciones, asi como también
un set de elementos puede unirse para construir una estructura compleja, de esta
forma se describe la conducta de los elementos individuales en un set relativamente
grande de ecuaciones, que representan la conducta de la estructura completa. He aqui
en donde queda de manifiesto la importancia de los computadores, ya que estos son
capaces de resolver un nimero considerable de ecuaciones simultaneas y entregar una
solucion de los elementos por separado.

1.1 Fundamentos Teodricos

Los conceptos tedricos basicos de las herramientas de calculo mediante el MEF,
representan problemas fisicos que pueden ser expresados mediante alguna de las
siguientes ecuaciones:



(Y} = {7} (1)

[clat+[&]a)= 111 @
[pe)at+ [Cla)+ [£]at = 1) (3)
donde

[£].; matnz de rigidez,

[44]: matnz de masa,
[ ; matriz de amortiguamiento,

{g}: es el vector de desplazamientos nodales.
14} es el vector de velocidades nodales.
{3} es el wector de aceleraciones nodales.

{71 es el wvector de fuerzas externas.

En general el MEF puede resumirse dentro de los siguientes pasos:

1°.- A partir de la realidad fisica de la estructura, sus apoyos y tipos de carga que
actlen sobre ella, es necesario primeramente seleccionar un modelo matematico
apropiado para describir el comportamiento de la estructura. También hay que definir
con detalle las propiedades mecanicas de los materiales y el caracter de la deformacion
de la misma (pequefios o grandes desplazamientos, analisis estatico o dinamico, etc.)
Asimismo, para el planteamiento de las ecuaciones de equilibrio, se hara uso de las
diferentes teorias establecidas.

2°.- Una vez seleccionado el modelo matematico se procede a discretizar la estructura
en porciones no intersectantes entre si denominadas “elementos finitos”, dentro de los
cuales se interpolan las variables principales en funcién de sus valores en una serie de
puntos discretos del elemento denominados “nodos”. Los elementos se conectan entre
si por nodos situados en sus contornos. Esta etapa de discretizacion constituye una
parte esencial de la fase de preproceso que incluye la representacion grafica de la
malla de elementos finitos.

3°.- A partir de las teorias para el planteamiento de las ecuaciones de equilibrio se
obtendran las matrices de rigidez K(e) y el vector de cargas f(e) para cada elemento.

49 - Se procede a ensamblar las matrices de rigidez y el vector de carga elemental en
la matriz de rigidez global de toda la malla de elementos finitos K y el vector de cargas
sobre los nodos f, respectivamente.

5°.- El sistema de ecuaciones resultante Kq = f se resuelve para calcular las variables
incognitas (desplazamientos de todos los nodos de la malla) q, utilizando uno,
cualquiera, de los métodos conocidos para la solucién de ecuaciones algebraicas
simultaneas lineales.



6°.- Una vez calculados los movimientos nodales se pueden calcular las deformaciones
Yy, seguidamente, las tensiones en cada elemento, asi como las reacciones en los nodos
con movimientos prescritos.

7°.- Obtenidos los resultados, la etapa siguiente es la interpretacion y presentacion de
los mismos.

1.1 Etapas de Aplicacion

La estructura basica de los programas de aplicacion del elemento finito al calculo
directo de estructuras, consta de tres modulos principales:

Pre-proceso: etapa en la cual se define el problema a resolver mediante las
siguientes etapas:

Seleccion del Tipo de elemento finito, dentro de las librerias de los software se
encuentra una gran variedad de tipos de elementos uni-, bi- y tridimensionales, con los
cuales simulamos barras, vigas, cascaras, placas, y elementos sdlidos, etc. (Fig. 1).
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Fig.1. Tipos de elementos.

Seleccion de las caracteristicas geométricas y mecanicas del material, en esta etapa
son asignados alturas, momentos de inercia, espesores, areas transversales, moédulos
de elasticidad, coeficiente de poisson, etc, para cada tipo de elemento que del modelo.



Creacion de la geometria del modelo, debe representar lo mas fielmente al modelo
fisico en estudio, obligando a la herramienta informatica en uso a presentar facilidad
de generacion de geometrias complejas tales como partes curvas del casco, en general
todo parte de la base de generar una serie de puntos (nodos) que componen el
modelo, definido en un sistema de coordenadas ya establecido, para posteriormente
generar superficies y luego sélidos, dependiendo del modelo, ya que en algunos casos
basta solo con superficies.

Solucién: Durante la fase de solucion se asigna el tipo de andlisis aplicado a la
estructura, las condiciones de contorno del modelo, las cargas aplicadas, y por dltimo
se procede a resolver los sistemas de ecuaciones resultantes de la etapa anterior.
Dentro de los tipos de analisis podemos destacar:

Andlisis estatico, determina desplazamientos, tensiones, deformaciones, etc. en la
estructura analizada.

Analisis modal, incluye la determinacion de frecuencias naturales y modos de
vibracion.

Analisis armoénicos, usado para determinar la respuesta de una estructura sometida a
cargas que varian armoénicamente en el tiempo.

Andlisis de pandeo, usado para calcular cargas criticas y deformaciones debidas a
pandeo.

En el caso de las condiciones de contorno, éstas son restricciones de desplazamientos
y rotaciones que se aplican a la matriz de rigidez completa resultante, la cual relaciona
las cargas aplicadas al sélido elastico con los desplazamientos.

Post-proceso: La etapa de post-proceso e interpretacion de los resultados numéricos
obtenidos en la etapa de solucién es de gran importancia, ya que no necesariamente
los resultados obtenidos son correctos. Dentro de la funcidén del ingeniero, la acertada
interpretacion de la enorme cantidad de informacién que entregan las herramientas
informaticas sera preponderante a la hora de diferenciar un buen disefio de otro
realizado deficientemente.

La aplicacion correcta del MEF requiere de:
- Desarrollar una estrategia global para la creacién del modelo,
- Tener un conocimiento a priori de la estructura a analizar,

- Comparar el comportamiento de la estructura idealizada con el comportamiento
esperado de la estructura real.



FE DE ERRATAS

Por error las dimensiones de la viga se dieron en centimetros cuando
obviamente habrian de haber sido dadas en milimetros, por 1o que los
resultados no son |os correctos. Aun asi, deseo pueda servir como referenciaa
los interesados en la materia.
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1. JUSTIFICACION

Desde el punto de vista constructivo, los buques ferry cuentan con
unas particularidades que los hacen tUnicos; la mas significativa es la
bodega de carga de vehiculos que, por razones practicas, debe ser un
espacio lo suficientemente diafano como para permitir a todo tipo de
vehiculos, grandes o pequefios, maniobrar en su interior. Se
caracteriza por la ausencia total de mamparos transversales en los
entrepuentes o cubiertas superiores. La funcion de soportar los
esfuerzos sobre costados y doble fondo es asumida por anchos y
espaciados puntales acoplados con cuadernas transversales con vagras
a proa y popa. Ademds, se tiene en cuenta lo siguiente: Las areas de
acomodacién incluyen grandes espacios abiertos con grandes tramos
de vigas y provision de mamparos limitado. Esto es tipico de muchos
ferries actuales, y un problema desde el punto de vista del control de
la vibracién. De igual modo, dado que se prevé que estos refuerzos
estén sometidos a cargas localizadas, por el trdnsito de cargas y
vehiculos, se debe poner énfasis en el proyecto de estos elementos
estructurales, que denominaremos de ahora en adelante elementos tipo

viga.
Los datos del buque ferry objeto de estudio de esta memoria son:

188.3 metros de eslora total.

170 metros de eslora entre perpendiculares.
28.7 metros de manga.

6 metros de calado.

9.0 metros de altura a la cubierta principal.
7000 toneladas de peso muerto.

22 nudos de velocidad en servicio.
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Por otra parte, desde la perspectiva de la tripulaciéon y el confort
de los pasajeros, el ruido y las vibraciones han estado en el primer
puesto de la lista desde hace muchos afios. Las demandas sobre
confort de Armadores y Sociedades de Clasificacion son cada vez mas
exigentes, y en los Ultimos afios ha aumentado el interés por obtener
los niveles de ruidos y vibracion apropiados en buques tipo ferry. En
la actualidad, el limite inferior requerido por la normativa ISO-6954
es de 4mm/s (0-p) y el “Confort Class” requerido en algunos cruceros

es de 3mm/s (0-p).

Los efectos de las vibraciones en buques pueden ser muy variados,
originando no solo incomodidad en las personas, sino también dafios
en la estructura, maquinaria y equipos del buque. Si las vibraciones
producen grietas en las soldaduras de la estructura, éstas pueden dar
lugar a la rotura de wun miembro estructural. Asimismo, el
funcionamiento de ciertas maquinas puede dar lugar a averias en otras
maquinas cuando se desarrollan vibraciones con niveles excesivos.
Estas averias pueden producirse en piezas o en instrumentos de
vigilancia y control que pueden quedar fuera de servicio si se
sobrepasan ciertos niveles vibratorios, con el consiguiente dafio para

la instalacion.

El estudio de las vibraciones, por tanto, supone una gran carga de
trabajo para los Astilleros, Empresas de Ingenieria, y Sociedades de
Clasificacién actualmente y su investigacidén ha sido principalmente
encauzada al desarrollo de nuevos métodos y herramientas de

prediccidn.

Los métodos numéricos son técnicas mediante las cuales es posible
resolver, aproximadamente, complejos problemas matematicos de
integracion, diferenciacion, resolver sistemas de ecuaciones y

encontrar raices de ecuaciones, por medio del simple uso de
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operaciones aritméticas. Ya que casi todos los procesos fisicos se
pueden representar matematicamente mediante ecuaciones o algun
conjunto de ecuaciones, es por lo tanto posible resolver problemas

complicados con técnicas numéricas.

Dentro de los métodos numéricos existe una gran variedad de estos,
dependiendo de la aplicacién que tiene el método y del concepto del
que se parte para hacer la simplificacién, es decir, cambiar el

problema complejo por una serie de operaciones aritméticas.

El método de elemento finito es un método numérico, que surgio
como tal en la década de los 60, desde entonces a la fecha ha pasado
de ser una herramienta novedosa a necesaria tanto a nivel académico
como industrial. Se le ha aplicado en casi todos los campos del saber
con éxito, alcanzando sus mayores aplicaciones en el campo de la
ingenieria. El éxito del método también se debe al surgimiento de
computadoras méas rapidas y con mayor capacidad de almacenamiento

y manejo de datos, aunado al desarrollo de programas especializados.

El mayor riesgo de vibracioén en un buque se produce cuando una de
las frecuencias propias de la estructura coincide con una de las de las
fuentes excitadoras, lo que puede provocar una amplificaciéon
excesiva de estos niveles. Por tanto, una primera fase del estudio de
las vibraciones de un buque por parte del astillero, es conocer los

modos y frecuencias naturales de la estructura.

La aplicacidon que en este trabajo se expone es la de encontrar los
modos y frecuencias naturales de un longitudinal de una cubierta
perteneciente a la habilitacion sometida a vibracion transversal por el
método de los elementos finitos. Un modo de vibracidén es un patrén o
forma caracteristica en el que vibrarda un sistema mecéanico. La

vibraciéon de una viga es siempre una combinacién o una mezcla de
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todos los modos de vibracion. Pero no todos estdn excitados al mismo
grado. Por ejemplo, si se toca una campana suavemente, lo primero
que se va a oir es el modo fundamental de vibracidén, pero si se la
toca mas fuerte, otros modos son excitados y se oyen los parciales

superiores del tono.

Cuando sobre un sistema, una viga en nuestro caso, no existen
cargas aplicadas y el amortiguamiento se supone despreciable, la
ecuacién de equilibrio dinamico se reduce a la ecuaciéon de la
vibracidén natural del sistema, en el cual las fuerzas de internas de la
estructura (elasticas o no) equilibran en cada instante a las fuerzas de

inercia.

[MI{o(t)}+ [KK{&(t)y={0}

Esta es la ecuacidon de la que se obtienen las frecuencias y modos
naturales. Pero para ilustrar el M.E.F, es mas sencillo en primer lugar
considerar el estudio de la ecuacidén de equilibrio estdtico, que se

estudiara detalladamente durante el proyecto.

Como primera aproximacién la viga puede considerarse
simplemente apoyada en sus extremos, y sus dimensiones' las obtuve
de uno de los perfiles normalizados del catdlogo de AutoCAD 2006,
programa que utilicé durante 2 meses como becario en una empresa de
delineacion en cooperacion con empresas como Dragados offshore y
Navantia, y en la que tuve que trabajar con diversos planos de

secciones de buques. Sus caracteristicas son:

" El calculo para cualquier longitud, seccién, densidad, etc. supondria simplemente el cambio de la constante
correspondiente. Por tanto, las modificaciones en el modelo se harian de forma directa e inmediata.
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- Viga de acero de longitud L= 4 metros apoyada sobre
transversales. (E=Modulo de Young=2.1*10'"Kg/m?, p=Densidad del

acero=7,85 Ton/m’).

A 00 A

- Corresponde a un perfil normalizado para construccién naval

HE-600 de seccion transversal doble T. Sus dimensiones son:

,

b

h=600cm
b=300cm
e=35cm

d=25cm

El programa utilizado para resolver las ecuaciones es Mhatematica,
creado por la empresa Stephen Wolfram y es una herramienta de calculo
numérico y simbodlico, visualizacién y manipulaciéon de datos, graficos y
objetos. Mathematica tiene mas de dos millones de usuarios y permite

generar graficos complejos de cédlculos matematicos. El programa ha sido
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usado para tareas tan diversas como disefiar el velddromo para las
Olimpiadas de Atlanta 96, calcular la velocidad de flujo de diferentes
shampoos segun los ingredientes de su férmula y determinar coémo
evolucionan los tsunamis al acercarse a la costa. Segun la empresa de
Wolfram, el programa se utiliza en 90 paises. Es usado tanto por
Ingenieros, cientificos, analistas financieros, investigadores, profesores y

estudiantes de ensefianza superior.

Para finalizar, esta memoria estd redactada siguiendo la estructura

de proyecto tipo B, propia de los trabajos cientificos:

1. Justificacidn

. Antecedentes

. Objetivos

. Material y métodos
. Resultados.

. Discusién.

. Conclusiones.

0 N N W kW

. Anexos.

10
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2. ANTECEDENTES

> Origenes Ingenieria naval
> Epoca Empirica

> Vibraciones

> Buques ferry

La construccién naval no tiene un origen conocido. Puede suponerse que
los pueblos asentados en las costas, y probablemente antes los insulares,

se sirvieron del mar y navegaron por ¢l desde sus primeros tiempos.

La navegacidén costera es consubstancial del modo de vida de los
pueblos riberefios. En algin momento los pescadores y navegantes
debieron sentir la curiosidad de llegar mas alla del horizonte, o bien les
llegaron noticias de mas alld, o fueron arrastrados por vientos y
corrientes. En ese momento se debiéo modificar el tipo de embarcacidn
costera, para navegar en alta mar: al menos se requerian mas fortaleza,
mayor habitabilidad y méas seguridad, con bordas mas altas y defensas de
intemperie; y seguramente con mejor propulsion. Los constructores de
aquellas embarcaciones las usaban para su propio negocio y beneficio, y
no cabe duda de que en ellas ponian toda su técnica y su esmero, ya que su

vida dependia de ellas a menudo.
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Las primeras evidencias arqueoldgicas del uso de barcos se remontan a

50 0 60.000 afnos atras en Nueva Guinea.

En el Antiguo Egipto hay evidencias de que ya se conocian las técnicas
para ensamblar maderas planas para formar un casco, ensamblandolas con
espigas de madera y Brea para calafatear. El desarrollo de la navegacidn
en tiempos greco-romanos llevdo a la construccion de amplios trirremes y

quinquirremes.

En la edad media, la navegacidon sufrié un retroceso que no se recupero
hasta el siglo XV cuando nuevos barcos (Urna) y la reactivacion de las

rutas comerciales maritimas impulsé de nuevo el viaje por mar.

En la época de los descubrimientos, estos nuevos modelos, creados para
surcar el baltico y el mediterraneo fueron sustituidos por galeones vy
carabelas, ideadas para las travesias oceanicas, pasando la actividad
maritima y los astilleros a la costa atlantica (Londres). Hasta el siglo
XVII no empezaron las primeras construcciones en metal, mientras que los
materiales plasticos y los compuestos de fibra de vidrio o fibra de carbon

con resinas epoxi empezaron en el siglo XX.

La historia de la Ingenieria Naval nace con la necesidad de darle un
soporte técnico-cientifico a la creciente complejidad de las naves, y
evoluciona a partir de las rigurosas exigencias actuales de confort y
seguridad a bordo de los buques, especialmente en el estudio de las
vibraciones. No seria exacto decir que el arte con el que se habian
proyectado y construido los barcos desde hacia cientos o miles de afios,
haya sido sustituido por una ciencia. Pero desde hace unos siglos se sintid
la necesidad de un acercamiento cientifico al buque y su entorno, ya que la
artesania por si sola era incapaz de explicar y evitar las catastrofes y

hundimientos de buques.
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Puede decirse que el astronomo italiano Galileo Galilei (1564-
1642), inicié lo que suele llamarse la edad de la razén en el analisis
estructural. Aparentemente fue el primero en estudiar la resistencia de los
s6lidos a la ruptura y puede decirse que origindé la mecanica de los
materiales. Asi mismo, se encuentra un comienzo légico en la obra de
Galileo (1564-1642), para el estudio de la dinamica y de la vibracién. A la
edad de veinte afnos, en 1584, Galileo concibid correctamente el principio
del péndulo is6écrono. En 1657, el matematico holandés Huygens (1629-
1695), aplicé ese principio a un reloj. En 1590, Galileo corondé sus
realizaciones en la fisica experimental con el descubrimiento y la prueba
de la ley de los cuerpos descendentes. Su trabajo sobre el movimiento y la
aceleracion fue la base para las leyes del movimiento formuladas por Sir

Isaac Newton (1642-1727).

Uno de los hombres de ciencia mas notables de Oxford, Robert
Hooke (1635-1703), estudio la elasticidad de los materiales y llegd en
1660 a la ley que hoy lleva su nombre. Como resultado de sus estudios,
inventd el resorte espiral que sustituyera al péndulo de los mecanismos de
relojeria; no obstante, Hooke no aplico su ley a problemas de ingenieria.
En 1680, Edme Mariotte (1654-1684) desarrolld independientemente esa
misma ley, y la aplicé a las fibras de una viga; observando que unas
fibras se alargan y otras se acortan y que lo hacen respecto a un eje a la

mitad de la altura de la seccidn... el eje neutro.

El problema de Galileo (viga en voladizo cargada con su peso
propio y con peso adicional) vuelve a ser estudiado por el suizo James
Bernoulli (1654-1705), quien supone que una seccidén plana de wuna viga,
permanece plana durante la flexidn..., aunque no llegd a una solucidon
satisfactoria debido a que no dio importancia a lo que hoy conocemos
como eje neutro. En 1717 Johann Bernoulli (1667-1748), hermano
de James, enunci6 el principio de los desplazamientos virtuales, que

es el método que aun hoy empleamos en la determinacion de las
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deflexiones eldsticas en las estructuras; posteriormente, su hijo Daniel
Bernoulli (1700-1782), estudia el problema de la determinacion de la
curva elastica de barras flexionadas, e interesa a su amigo Leonhard
Eiiler (1707-1783), en la determinacién de las elasticas en vigas 'y
columnas, y hace aportaciones valiosisimas sobre el pandeo de

columnas y que aun hoy también se siguen utilizando.

Durante este periodo otros autores realizaron interesantes
contribuciones al estudio de la flexién en vigas y a la teoria de
estructuras, asi como también se lograron adelantos sobresalientes en la

teoria de la elasticidad.

El ingeniero Barré de Saint-Venant (1797-1886) fue probablemente el
mas grande ingeniero de elasticidad; eran de admirarse su alto grado de
habilidad matemdatica y su vision esencialmente practica que imprimia una
direccion precisa a su trabajo. En 1855 present6 sus famosas memorias
que trataban el problema de la torsion y en 1856 las relativas a la
flexion; en las que por primera vez se consideran correctamente los
esfuerzos de corte en las secciones transversales de vigas, alli también se

discutian problemas de impacto y vibracidn.

Respecto al estudio de la vibraciéon, durante doscientos afios todo
interés qued6 confinado al del periodo del péndulo, de los cuerpos
astrondmicos y mareas y a las perturbaciones observadas en los mismos.
Pero a fines del siglo diecinueve, la maquinaria de alta velocidad
introdujo muchos nuevos problemas, que incluian los fendmenos
actualmente asociados con vibracién mecénica. El barén John William
Strutt, Lord Rayleigh (1842-1919), organizé y desarrolldé la teoria de la

vibracion mecanica, y en ésta su contribuciéon se funda el campo moderno.

Con el avance de las Matematicas y la Fisica, se comenzd a estudiar

cientificamente el buque. Pero los tiempos en los que el ensayo y error
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eran el método para comprender el comportamiento mecanico de los
materiales, han quedado so6lo en los anales de la historia; porque este
esfuerzo y dedicacion que los grandes cerebros han dedicado en estos
casi cuatrocientos afios, aunados a las modernas técnicas del analisis
experimental de esfuerzos y a los métodos matemdaticos modernos como el
del elemento finito, nos permiten contar con una base técnico-cientifica

capaz de realizar los prodigios ingenieriles de nuestra época.

Actualmente, ademéas del progreso de la tecnologia, se beneficia y a éI
contribuye de forma tnica, la construccidon naval militar del Siglo XX; la
competencia constructora internacional, la estrategia de las naciones, la
rentabilidad del comercio maritimo y el aprovechamiento de los recursos
oceanicos, la «creacion de nuevos materiales y vehiculos noveles

configuran el campo de la Ingenieria Naval y Ocednica en estos tiempos.

En la actualidad Navantia ha firmado el contrato de dos buques Ro-Ro.
Son los mayores buques de carga rodada que se construyen en la
actualidad. Los nuevos buques Roll-on- Roll-of se adecuan a las
Normativas y protocolos en vigor mas exigentes, en relacion con la
seguridad y la Preservacion ambiental, disponiendo de la mayor capacidad
de carga rodada del mercado. Estos nuevos buques serdn construidos por
Navantia en los astilleros de la Bahia de Cadiz y sus entregas tendran

lugar en noviembre de 2008 y abril de 2009.

Corria el afio 1851 cuando el que es hoy considerado primer
trasbordador de Europa, el Firth of Forth, comenzé a funcionar en Escocia
para cruzar uno de los rios mas caudalosos del pais, y llevando en su
interior no automoviles, sino trenes. Habia nacido un nuevo modo de

transporte que no ha dejado de crecer desde entonces.

Uno de los aspectos a destacar de estos nuevos buques Roll-on- Roll-of

de ultima generacion a construir, es su adecuaci6on a las normativas y
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protocolos en vigor mdas exigentes, en relacion con la seguridad y la
preservacion ambiental (pinturas ecoldgicas libres de estaflo, motores
disefiados para bajas emisiones de NOX y bajo consumo especifico de
combustible 'y lubricante, economizadores gases escape, agentes
refrigerantes ecoldgicos, plantas potabilizadoras, depuradoras de aguas
residuales, alumbrado de bajo consumo, bajas emisiones acusticas, cierres

hidraulicos ecoldgicos).
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3. OBJETIVOS

Se enumeran a continuacién los objetivos:

» Introducir convenientemente el método de los elementos

finitos al analisis de estructuras.

» Analizar la metodologia del estudio del riesgo de vibracién en

un buque por medio del M.E.F.

» Describir las posibles fuentes de excitacion y la importancia

de evitar los fend6menos de resonancia.

» Obtener las ecuaciones diferenciales de gobierno que

describen el comportamiento estatico o dindmico de una estructura.

» Realizar un estudio general de las vibraciones de una viga.

» Aplicar el M.E.F al analisis de frecuencias y modos de

vibracion naturales de una viga.

» Estudiar el grado de aproximaciéon del método de E1 Elemento

Finito respecto a la solucion real del problema.
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4. MATERIAL Y METODOS

4.1 Prediccion de vibraciones en buques

4.1.1 Introduccion

En la actualidad existe un creciente interés en averiguar los niveles de
vibracién en Buques tipo ferry. Las caracteristicas constructivas y las

exigencias en materia de confort a bordo de estos buques lo explican.

La viga-buque puede experimentar variaciones ciclicas horizontales y
verticales, y torsion. Del mismo modo, la parte de popa de Ila
superestructura podria ser también susceptible a vibraciones
longitudinales. Las principales fuentes de estas variaciones se deben a las

excitaciones provocadas por la hélice, el motor, y los efectos del mar.

En efecto, un buque puede ser considerado como una estructura flexible
susceptible de sufrir vibraciones. Las particulares formas de vibracidén
experimentadas, dependen del tipo de buque, de las excitaciones presentes,
la forma de construccion, y la region considerada. De igual modo, las
amplitudes de vibraciéon del casco dependen de las variaciones de las
fuerzas de excitacion y de momentos, las relaciones dinamicas entre las
frecuencias armoénicas de excitacién y las frecuencias naturales de la

estructura, la localizacion del motor y las condiciones de carga.

Puesto que los buques tienden a construirse cada vez mas ligeros, y por
lo tanto mas flexibles, el riesgo de vibracién en el casco esta cada vez mas
presente. Para minimizar este gran problema de riesgo de vibracidén es
necesario por tanto, conocer y controlar la influencia de las fuentes de
excitacion existentes, las frecuencias naturales de la estructura e intentar

evitar posibles fenémenos de resonancia.
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4.1.2 Fuentes de excitacion

Para poder controlar estos posibles fendémenos de resonancia, es
fundamental conocer en primer lugar las fuentes de excitacién que se

producen en la estructura de un buque. Estas se pueden dividir en:

a. La hélice.

b. El motor principal

c. Los motores auxiliares
d. Los efectos del mar

A. Excitaciones debidas a la accidén de la hélice

Las excitaciones hidrodinamicas debidas a la acciéon de la hélice en el

campo no homogéneo de la estela pueden dividirse en tres grupos:

Esfuerzos sobre la hélice
Esfuerzos sobre la superficie del casco

Esfuerzo sobre el timodn

Los esfuerzos sobre la hélice actuan sobre el eje de cola y la linea de

ejes y da origen a:

. Vibraciones laterales o de precesiéon (remolinos)
. Vibraciones torsionales
. Vibraciones axiales

Los esfuerzos sobre la superficie del casco son debido a las variaciones
de la presién hidrodinamica que actlia sobre la parte sumergida de la popa
del casco del buque y del conjunto del timoé6n, en las proximidades de la

hélice que vienen generados por el paso de las palas sobre aquél,
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. . )
recogiendo los efectos de la carga sobre la pala, la cavitacion” y el
comportamiento dindmico de la cavitaciéon, que producen fluctuaciones de

presion en las planchas del casco.

Los valores de estas pulsaciones hidrodindmicas conducen al
conocimiento de las fuerzas y momentos que se producen en la superficie
del casco y que actuando directamente sobre el forro exterior vy
transmitidos a través de los elementos de acero de la estructura son origen

del segundo tipo de excitaciones de vibracion del casco.

Los esfuerzos sobre el timdén, con un origen similar al de las
excitaciones de la presion sobre el casco, excitan a éste al aplicarse sobre

los cojinetes del timdn.

Las excitaciones debidas a la acciéon de la hélice se transmiten a la

estructura del casco por intermedio:

. De variaciones de presion hidrodinamica
. De variaciones de las reacciones de los cojinetes de la linea de ejes
. De variaciones de empuje y de par

Efectos hidrodindmicos

Las variaciones de presion hidrodindmica que se producen a

consecuencia de la hélice es funcion de:

o La geometria de la hélice.
. Las formas de carena de la parte de popa del buque’.
. La forma del timon.

2 Ver Anexo 4
3 Ver anexo 5
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. Los valores de las distancias que quedan ente la hélice y la obra viva

del casco y del timdn.

Efectos de las variaciones de las reacciones en los cojinetes de la linea

de eje

Las variaciones de las reacciones en los cojinetes de la linea de eje son

funcidn de:

. Los esfuerzos, fuerzas y pares laterales inducidos en el eje porta-

hélice al funcionar la hélice dentro del campo no uniforme de la

estela.
. Las condiciones de alineacion estatica de la linea de ejes.
. La relacion entre los valores de las frecuencias propias Ft, de las

vibraciones laterales del conjunto constituido por la hélice y la linea
de ejes y los valores de las frecuencias de excitacion producidas por

la hélice.

Los esfuerzos procedentes de la hélice afectan a los valores de las

reacciones e incluso pueden llegar a anularlos.
Las hélices engendran en el eje porta-hélice variaciones del momento
vertical, lo que constituye una causa fundamental de variacion de las

reacciones en los cojinetes-apoyo.

Efecto de las variaciones del empuje y el par

Vibraciones longitudinales del conjunto constituido por:

° La hélice.

. La linea de ejes.
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. El eje y la chumacera de empuje y los polines de esta ultima.

. La estructura del doble fondo, en la que estan empotrados los polines

de empuje.

. El eje del aparato propulsor.

El origen de estas excitaciones esta en las variaciones de par resistente

y de empuje provocadas por el funcionamiento de la hélice en el campo no

uniforme de la estela.

Las hélices engendran variaciones de par y de empuje; estas variaciones

son causa de vibraciones de torsion y de vibraciones longitudinales del

conjunto propulsivo.

B. Excitaciones debidas al funcionamiento del motor

Una de las principales fuentes de excitacion son las fuerzas de inercia

de los motores principales.

Los motores producen principalmente vibraciones locales.

Estas excitaciones actuan sobre la estructura

dividirse en tres categorias:

° Excitaciones verticales.
° Excitaciones transversales.
. Excitaciones longitudinales.

Excitaciones verticales

del casco y pueden

Estas excitaciones, que se transmiten a la estructura del casco a través

de la estructura del doble fondo, estan originadas por:

. Las fuerzas y los pares libres exteriores del motor principal.
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. Las vibraciones de los cigiienales.
. Las vibraciones de torsion del motor segin el segundo modo
vibratorio.

Excitaciones transversales

Estas excitaciones estan provocadas por las vibraciones transversales
del conjunto constituido por el motor principal y la estructura del doble
fondo de la sala de méaquinas. Estan originadas por las componentes
transversales del efecto de combustion, que actuan sobre las deslizaderas
del motor, conjuntamente con el de las irregularidades del par motor.
Dichos efectos provocan vibraciones transversales, sean paralelas, del
conjunto del motor alrededor de un eje instantaneo de rotacién que, en
principio, suele estar situado en la estructura de sus polines.

El conjunto del motor y de sus polines puede ser considerado como una
viga que trabaja en voladizo; las frecuencias propias de este conjunto

dependen de las caracteristicas elasticas de sus diferentes elementos.

Excitaciones longitudinales

Estas excitaciones que proceden del motor principal y repercuten en la
estructura del casco, resultan de las vibraciones longitudinales del

conjunto constituido por:

) El cigliefial.
. El eje y la chumacera de empuje y por sus polines.
. La estructura del doble fondo, en la que estan empotrados los

polines de la chumacera de empuje.

o La linea de ejes y la hélice.
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En el origen de estas excitaciones se encuentran las vibraciones
longitudinales del conjunto constituido por el cigiiefial que, a su vez, son
debidas a los efectos de combustion y a los efectos de elasticidad del

cigilienal.

C. Excitaciones debidas a los efectos del mar

Los efectos del mar que pueden dar lugar a la aparicion de vibraciones

son la ola y los golpes de mar.

Efecto de la ola

La accion de la ola puede manifestarse de dos maneras diferentes. En
primer lugar, las variaciones de desplazamiento y de presion
hidrodindmica que resultan de ella, y que se ejercen a todo lo largo de la
eslora del buque, pueden dar lugar a una vibracion notable del conjunto de
la viga-buque, especialmente si las solicitaciones debidas a la ola se
producen con una frecuencia que difiera poco de una de las frecuencias
propias de casco. Tales vibraciones de la viga-buque pueden hacer vibrar

ciertos elementos de la estructura.

Se estudian dos tipos de fenémenos:

a) La vibracion excitada por un tren continuo de olas.

b) La respuesta transitoria de un tren corto de olas.

Efectos de los golpes de mar

Se denomina golpes de mar todas las acciones del mar que provoquen
sacudidas transitorias del casco, tanto si estas resultan del golpeteo de la
roda con las olas, del “slamming” o de masas de mar que caigan sobre la

cubierta.
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Las sacudidas citadas crean un aumento transitorio del nivel de energia
del casco, que se disipa esencialmente en forma hidrodindmica y en forma
vibratoria, haciendo que la estructura vibre con sus frecuencias propias.

Tales vibraciones se amortizan y desaparecen en algunos segundos.

En el anexo nimero 6 se recoge un esquema de las fuentes de excitacion

del buque, que resume todo el tema.
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4.2 Metodologia de andalisis por el método de los elementos

finitos en un buque

4.2.1 Introduccién

La investigacion sobre vibraciones en el casco y en la maquinaria de un
buque ferry o de cualquier otro tipo supone una gran carga de trabajo para
los Astilleros, Empresas de Ingenieria, y Sociedades de Clasificacién en la
actualidad. La presencia de ruidos y desperfectos estructurales debido a
vibraciones, puede hacer inhabitable el buque para tripulaciéon y pasajeros,
o provocar roturas de equipos o elementos estructurales, con el coste que

ello supone.

Entre los casos que la experiencia aporta sobre este asunto, se
encuentran, por ejemplo, los excesivos niveles de vibraciéon en zonas de
acomodacién, roturas en tanques, y grietas en polines. Otro caso recogido
fue el de las quejas expresadas por los residentes cercanos a la terminal de

un buque crucero, debido al tono caracteristico que este desprendia.

Mientras la ISO (Internacional Standards Organisation) ha realizado
criterios para cubrir los niveles de vibracion en los espacios de
acomodacién de los buques (ISO 6954), para los correspondientes motores
(ISO 10816-1, y ISO10816-6), y para los generadores (ISO8258-9 vy
ISO10816-3), la mayoria de sociedades de clasificacion han establecidos
sus propias directrices para la medida, informe y evaluacion de la

vibracidn.

Desde esta perspectiva, el ruido y las vibraciones han estado en el
primer puesto de la lista desde muchos afios. Desde entonces las
contramedidas pueden ser mas eficientemente aplicadas durante la fase de
disefio del buque, y su investigacion ha sido principalmente encauzada al

desarrollo de nuevos métodos y herramientas de prediccion.
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El objetivo de la metodologia de prediccion mediante el Método de los
Elementos Finitos, es poder disponer de un modelo matematico, en algunos
caso basado en la resoluciéon de mas de 650.000 ecuaciones, que permita,
de la forma méas precisa posible, reproducir 6 simular el comportamiento
dindmico real del buque o de determinadas zonas. Es decir, obtener sus
frecuencias propias globales o locales: cubiertas, mamparos, etc; y las

formas de vibracion asociadas a cada una de ellas.

La aplicacion a este modelo mateméatico de las fuerzas excitadoras
procedentes de las fuentes excitadoras principales: hélice y motor, permite
obtener una distribucién en zonas del buque de los niveles de vibracidn
previstos. La comparaciéon entre estos niveles previstos con los limites
establecidos por requerimiento del Armador en la Especificacion
contractual, llevard o bien a finalizar el proceso, 6 en caso contrario a,
mediante un proceso iterativo, introducir 6 simular modificaciones
estructurales 6 de otro tipo en el modelo matematico hasta lograr niveles
de acuerdo a Especificacion. Una vez contrastada la eficacia de estas
modificaciones en el modelo, deberan introducirse lo mas fielmente

posible en el sistema real: buque.

En la Figura se describe graficamente el Diagrama de Flujo

correspondiente a esta metodologia.
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4.2.2 Un poco de historia

Corria el afio 1851 cuando el que es hoy considerado primer
transbordador de Europa, el Firth of Forth, comenzdé a funcionar en
Escocia para cruzar uno de los rios mas caudalosos del pais, y llevando en
su interior no automoéviles, sino trenes. Habia nacido un nuevo modo de
transporte que no ha dejado de crecer desde entonces. El primer ferry

“moderno” para vehiculos comenz6é a funcionar en Dover en 1953. Por
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aquel entonces los automdviles tenian que ser izados con gruas Yy
depositados en las bodegas de buques fundamentalmente de carga. Este
lento y complicado proceso de embarque debid disuadir a no pocos turistas
y automovilistas a la hora de planear sus vacaciones haciendo uso de su
automovil particular. De hecho, tras la puesta en marcha de los ferries en
Dover, el nuimero de vehiculos que atravesaron el Canal de la Mancha se
multiplico por diez so6lo en el primer afio. En la actualidad son
aproximadamente cinco millones los vehiculos que utilizan alguno de los

ferries que zarpan o arriban a este puerto inglés.

4.2.3 Caracteristicas del buque Ferry

Un transbordador o “ferry” es un buque que realiza un recorrido
normalmente fijo de ida y vuelta entre dos puertos de mar y que es capaz
de transportar simultaneamente a los pasajeros y sus vehiculos. El tipo de
ferry mas popular recibe en el argot técnico el nombre de “ro-ro” (ROLL-
ON/ROLL-OFF) y su caracteristica fundamental es que se trata del propio
pasajero o automovilista quien conduce su vehiculo dentro y fuera de las
bodegas correspondientes (de ahi su nombre: la carga entra ROdando y

sale ROdando).

Por definicion, el buque Ro-Ro estd proyectado principalmente para el
manejo de cargas rodadas, ya se trate de autos, remolques, pallets, y/o
contenedores, etc. Su caracteristica fundamental es el movimiento

horizontal de la carga.

Cualquier disefio del acceso roll-on/roll-off debe cumplir con los
requisitos de rapidez en puerto y de flexibilidad y polivalencia en las
cargas rodadas. Una manera de incrementar la rapidez de movimiento de
carga, consiste en establecer un sentido unico de carga y otro

independiente de descarga. Esto se lleva a cabo en los servicios de ferry,
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con accesos en proa y en popa, estableciéndose en proa la carga y en proa

la descarga.

Desde el punto de vista constructivo, los transbordadores cuentan
también con wunas particularidades que los hacen unicos; la mas
significativa es, precisamente, la bodega de carga de vehiculos que, por
razones practicas, debe ser un espacio lo suficientemente didafano como
para permitir a todo tipo de vehiculos, grandes o pequefios, maniobrar en
su interior. Se caracteriza por la ausencia total de mamparos transversales
en los entrepuentes o cubiertas superiores. En cualquier caso el papel
principal de estos mamparos transversales es el de servir de sostén a los
esfuerzos por deformacion a causa del mar en la estructura del buque, y no
de soportar los esfuerzos sobre costados y doble fondo, pues esta es
asumida por anchos y espaciados puntales acoplados con cuadernas
transversales del tipo de las esloras de cajon con vagras a proa y popa.
Debido a esto, las luces de los refuerzos bajo cubierta seran
significativamente mayores. De igual modo, dado que se prevé que estos
refuerzos estén sometidos a cargas localizadas, por el trdnsito de cargas y
vehiculos, se debe poner énfasis en el proyecto de estos elementos

estructurales.

El puntal de la mayoria de los buques roll-on/roll-off estd directamente

en funcién de los requerimientos internos de estiba, y muy especialmente
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adaptado a los standards establecidos en las alturas de trailers y bateas.
De todas formas siempre se establece unas condiciones algo superiores a
las medidas minimas, y muy especialmente en cuanto a las consideraciones

sobre resistencia longitudinal de tale cubiertas.

La necesidad de disponer de un espacio diafano entra en colisién con
una de las medidas basicas de seguridad en cualquier buque: la
compartimentacién o division de las diferentes cubiertas en
compartimentos que puedan sellarse en caso de emergencia para contribuir
a la estabilidad y garantizar la flotacidén en caso de entrada de agua en la
embarcacion. Los transbordadores son a menudo barcos muy altos, ya que
la bodega de vehiculos debe situarse por encima de la linea de flotacion;
las cubiertas de pasajeros normalmente estan todavia méas altas que la
bodega de vehiculos. La altura de estos barcos exige también que los
medios de evacuaciéon cuenten con complejos y, sobre todo, rapidos
sistemas de rescate: salvavidas que pueden lanzarse al mar en cualquier
posicion, toboganes de lona para evacuar a los pasajeros desde las
cubiertas hasta los botes o balsas. También el tipo de carga de los
transbordadores -vehiculos de todos los tipos y tamafios- requiere de
medidas especiales para poder evitar y controlar incendios y movimientos

de la carga en el interior de las bodegas.

4.2.4 Modelo dindmico del buque

La creacion del modelo dindamico del buque, requiere disponer de toda la
documentaciéon disponible del buque. Teniendo en cuenta los datos de
partida que permitirdan la creacién del modelo matematico que simula
dindmicamente al buque, su fiabilidad y la de las acciones correctas que se

deriven, estan condicionadas a la fiabilidad de los datos de partida.

Una de las claves para una predicciéon “fiable” de los niveles de

vibraciéon en buques, es el conocimiento “cuantitativo” y “cualitativo” de
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las excitaciones capaces de inducir niveles de vibracion apreciables a

cierta distancia de los focos 0 fuentes excitadoras.

En este apartado de la seleccién de las fuentes excitadoras principales:
hélice y motor, viene a ponerse de relieve la gran importancia que tiene el
que el Astillero se haya “sensibilizado” con la Prediccién de Vibraciones
desde las etapas tempranas del proyecto. Ello supondria que éste, deberia
disefiar sus suministros de forma tal que las excitaciones procedentes de
los mismos estén dentro de valores recomendables. De lo contrario el
Astillero debera asumir, por una parte, el riesgo de no poder cumplir con
la Especificacion y por otro lado, el sobrecoste que supone disefar
dindmicamente el buque para absorber unas excitaciones principales por

encima de valores recomendados.

4.2.5 Etapas del analisis

Con todos los datos anteriores disponibles, las fases o etapas del

estudio son las siguientes:

1.-Anadlisis de frecuencias propias y modos de buque.- En esta fase, con

las dimensiones caracteristicas del buque y mediante calculos
aproximados 6 estadisticas de buques similares, se procede a la obtencidn
de los primeros modos de flexion vertical, transversal y de torsion del

buque-viga.

Dependiendo de la posicion relativa entre estas frecuencias propias del
buque-viga y las excitaciones principales, se decidird 6 no, en la fase de
anteproyecto, la instalacion de mamparos transversales 6 longitudinales
asi como la conveniencia de instalar compensadores de momentos en el

motor principal.
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2.-Analisis de modos locales en superestructuras.

En esta etapa, entre otros, se desarrollan los siguientes pasos:

e Modelizacion, mediante Elementos Finitos de areas O zonas

representativas del buque: cubiertas de acomodacién, mamparos, etc..

* Calculo de las frecuencias propias y modos de vibrar de estas
estructuras, en un rango entre 0 y 25 Hz, que cubra suficientemente el
rango de frecuencias excitadoras principales: primer y segundo armédnico
de frecuencia del paso de pala y excitaciones principales de motor

principal.

Para evitar los problemas de resonancia, se procura que las frecuencias
naturales calculadas no deberian coincidir con el doble de la frecuencia de

paso de la hélice.

* Analisis de resultados, que permiten, por comparaciéon entre
frecuencias propias y frecuencias excitadoras, identificar posibles

fendémenos de resonancia.

+ Establecimiento, si proceden, de las modificaciones estructurales
oportunas para minimizar el riesgo de altos niveles de vibracién por
resonancia, separando suficientemente, entre un 15-20%, frecuencias

propias locales de frecuencias excitadoras.

Al igual que en la fase anterior, esta etapa debe desarrollarse en la fase

de anteproyecto cuando se disponga de los planos preliminares de acero.

. Como dato importante, y en fase temprana, el desarrollo de esta etapa
permitirda comprobar si la estructura, dimensionada estdticamente, es

adecuada o no desde el punto de vista “dindmico”.
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3.- Analisis dindamico del buque completo. Respuesta forzada.

En esta fase, con el buque mucho méas definido, se procede a desarrollar

los siguientes pasos:

* Modelizacion mediante Elementos Finitos del buque en conjunto —

Modelo Completo-.
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e Calculo dinamico del buque completo, obteniendo frecuencias
propias y modos correspondientes de buque-viga (que deberdan adaptarse

4 .
por masa de agua arrastrada”) y frecuencias y modos locales.

* Prediccidén de niveles de vibraciones en todo el buque mediante el

Analisis de Respuesta Forzada.

* Comparacion de niveles de vibracidon previstos con los limites de la
Especificacion, estableciendo si proceden, las modificaciones
estructurales oportunas para lograr el cumplimiento <con la

Especificacion.

4
Ver anexo 7
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4.3 Modelo matematico unidimensional de un elemento tipo
viga
4.3.1 Introduccién

La estructura de un buque ferry se caracteriza por la ausencia total
de mamparos transversales en los entrepuentes o cubiertas superiores.
La funcién de soportar los esfuerzos sobre costados y doble fondo es
asumida por anchos y espaciados puntales acoplados con cuadernas
transversales con vagras a proa y popa. Debido a esto, las luces de los
refuerzos bajo cubierta seran significativamente mayores. De igual
modo, dado que se prevé que estos refuerzos estén sometidos a cargas
localizadas, por el transito de cargas y vehiculos, se debe poner énfasis

en el proyecto de estos elementos estructurales.

Las cubiertas de un buque, como se ha dicho, son estructuras
reforzadas por baos y esloras o longitudinales, es decir, estan
constituidas por una malla de barras o refuerzos dispuestos en dos
direcciones diferentes, normalmente perpendiculares. A estos se le

denomina “emparrillados™.

Una primera introduccion al calculo de emparrillados puede hacerse
considerando dos refuerzos dispuestos perpendicularmente unidos en
sus puntos medios. Cada una de las vigas podria ser estudiada
independientemente considerandolas apoyadas en sus extremos y
sometidas a la combinacion de dos cargas: una carga uniformemente
distribuida a lo largo de su longitud, y una carga concentrada en su
centro igual al efecto de la ligadura de una viga con la otra en el punto
de interseccion que actuara hacia abajo en una viga y hacia arriba en la

otra.

A estos elemento que forma parte de un emparrillado o estructura
reticulada se le denominan elementos tipo viga, y son aquellos que
tiene dos de sus dimensiones mucho menores que la otra y recibe cargas

en el sentido perpendicular a la dimensidén mayor.
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La principal ventaja de los elementos de viga es que son
geométricamente simples y tienen pocos grados de libertad, con lo que
el estudio del comportamiento de una estructura con este tipo de
elementos puede resultar mas sencillo que realizando una modelizacion

tridimensional.

Pero en las estructuras navales el problema se complica por el hecho
de que los refuerzos estan unidos a las planchas del costado, fondos,
cubiertas, mamparos, etc. La dificultad estd en que la plancha forma

parte integrante de los dos conjuntos de vigas que la refuerzan.

Modernamente el desarrollo de nuevos métodos de calculo, como el
calculo matricial o el método de los elementos finitos y la ayuda de los
computadores, permiten el analisis conjunto de todos los componentes

del casco o de grandes zonas del mismo.

El abaratamiento de ordenadores y programas ha contribuido a que la
difusion de las herramientas de elementos finitos sea tremenda.
Cualquier oficina técnica, por pequefia que sea, las tiene a su alcance.
Hay que decir a este respecto que la difusion de las herramientas no
siempre se corresponde con la adecuada formacion para su uso. Hoy en
dia resulta relativamente frecuente que se lleven a cabo calculos por
personal que desconoce casi absolutamente los fundamentos del Método
de los Elementos Finitos y sus limitaciones y que, por tanto, es incapaz

de evaluar la bondad de los resultados que estda obteniendo.

39



E.U.INGENIERIA TECNICA NAVAL

APLICACION DEL METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS AL ESTUDIO DE
VIBRACIONES EN VIGAS DE CONSTRUCCION NAVAL

AUTOR: PABLO CESPEDES CALDERON

Por consiguiente, en esta seccion para poder abordar los fundamentos
de “el elemento finito” posteriormente, se plantea un analisis estatico
de un elemento tipo viga apoyado en sus extremos basandonos en la
teoria de Euler-Bernouilli, tal como la de una viga de un emparrillado
de una cubierta. Esto sera fundamental para familiarizarnos con los
conceptos de condiciones de contorno, ecuaciones usadas para el
analisis matricial, o aquellas ecuaciones diferenciales que definen el

comportamiento de los elementos.

4.3.2 Modelo matematico unidimensional

A continuacion se presenta la determinacion de las fuerzas internas
de un elemento viga y posteriormente la teoria de la flexion de Euler-
Bernoulli. Las posibilidades de apoyos de una viga en sus extremos son
diversas: extremos articulados, empotrados o apoyados, en el que cada
uno posee una restriccion determinada de grados de libertad. Deseando
no ser excesivamente espesos en los calculos, compruébese que hemos
tomado como condiciones de borde una viga biapoyada en los extremos,
tal como se considera para una primera aproximacion al analisis de

longitudinales perteneciente a un emparrillado de cubierta.

4.3.2.1 Fuerzas internas

Sabemos que las fuerzas internas involucran tres incdgnitas: una
fuerza axial, una fuerza cortante y un momento, por lo tanto conociendo
las fuerzas de extremo y aplicando el método de las secciones en
cualquier punto de la viga nos daria como resultado un tramo de viga
estaticamente determinado con tres ecuaciones estaticas disponibles y
tres incognitas por determinar. Observemos que la clave es conocer las
fuerzas de extremo de elemento, es decir, aquellas que se ejercen en las
uniones con los otros elementos pertenecientes al sistema estructural y
de ahi proceder a determinar las fuerzas internas por la estatica.
Podemos concluir que el elemento a analizar es estdticamente

determinado, asi pertenezca a un sistema indeterminado.
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Teniendo en cuenta estas consideraciones aislamos nuestro elemento
tipo viga, consideramos sus fuerzas extremas como fuerzas de reaccion

y lo analizamos hasta encontrar las fuerzas internas:

Fusrzas de T £ 5 g
edrEine - 5ol ‘;9. VEFZas de
extreme

Fuerzas
rernas

Notemos que al partir el elemento, una seccidén ejerce sobre la otra
fuerzas equivalentes a un apoyo de empotramiento, podemos decir, que
las conexiones que se generan a lo largo del elemento son uniones

rigidas y las fuerzas en cada seccidon son iguales y de sentido contrario.

Para el estudio de los elementos tipo viga se utiliza la siguiente

convencion:

Cortante: Las fuerzas cortantes positivas son aquellas que producen

una rotacion horaria del elemento.

.-F-'--“. J‘--_‘ll F. -"“
Cortante positivo Cortante negativo

Momento: Los momentos positivos son aquellos que producen
concavidad hacia arriba en el elemento horizontal o tracciones en la
fibra inferior. Para elementos verticales esta convencidon se puede
complicar un poco por lo tanto regird el criterio de dibujar el diagrama

de momentos para la cara traccionada.

------
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Fuerza axial: Se considera una fuerza axial positiva cuando ella

implica tracciéon en el elemento.

Relacidén entre momento, cortante y carga

Se puede encontrar una relaciéon con las fuerzas internas de cortante
y momento por medio del siguiente analisis de una seccidn

infinitesimal del elemento.

o)
A
P L
I C'T" M
g
i
Aplicando equilibrio a la seccion de viga indicada tenemos:
F By=li -V —wdl=0

Fi=Fimwdl = A m=wdl

integrando a ambos lados, tenemos:

TM»"- f- we L,
i |

La variacion del cortante en un tramo de viga dado es igual al areca

bajo la curva de carga. Dividiendo por dL a ambos lados tenemos:

A7 _
dL

diagrama de cortante es igual al negativo de la carga distribuida.

=w, donde podemos decir que la pendiente a la curva del

Ahora con la ecuacion de momentos tenemos:

=Midi=10

i
Mb= 0= M 4+ MF + =
2. & 5
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Considerando una longitud muy pequefia del trozo de viga analizado,

r . 2 . -
el término con dL“ se aproxima a cero, y la ecuacidon nos queda:

Mi-M =Vidl = LAM=WdJL

Integrando:

¥ ¥
Jeat = |ma
) _

=

donde la segunda integral representa el area bajo la curva del diagrama
de cortantes en un tramo de viga dado y podemos concluir que la
variaciéon del diagrama de momentos en un tramo de vigas es igual al

area bajo la curva del diagrama de cortante.

Dividiendo a ambos lados por dL, tenemos:

Laf

e F D

L

donde la pendiente del diagrama de momentos en cualquier punto es

igual al valor del cortante en ese punto.

Viga simplemente apoyvada con una carga distribuida uniformemente

g,

Tomaremos el ejemplo de un elemento simple, con fuerzas de extremo

equivalentes a uniones de articulacion, y hallaremos los diagramas de

momento y corte’:

5 Ver Anexo 1
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Se debe partir por encontrar las fuerzas de extremo del elemento y se
recalca que el elemento, asi pertenezca a un sistema estructural
compuesto, debe estar en equilibrio estatico, cumplir con las ecuaciones
de equilibrio, considerando tanto las fuerzas de extremo o unidén al

sistema como las fuerzas externas actuando sobre él.

> Fuerzas de reaccidn:

o SLLITL

3 L
ay= = |

wh
|E~;=?

> Fuerzas internas: Aplicacién del método de las secciones.

Notemos que el término wL/2 es la seccion en el
= b —wr - extremo izquierdo del elemento, por lo tanto e§te
se puede expresar como V= Ay — WX ; que seria
una funcion lineal.

Por otro lado:

wxs vl

EM:MIE +T _?.?i.:':'
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Determinemos ahora el valor del momento maximo considerando que
este se presenta cuando el cortante es cero (siempre una pendiente igual

a cero muestra los puntos maximos y minimos de una curva).

L3
v=0 cuando x=->, reemplazando en la ecuacién de momentos

tenemos:
2
A ua =¥, - —
i
P a
gt o Yo ¥Ve Vo
“w 2w 2w
v wh
= — o= —
= pars  Ta=5
wi®
B e = ——

Por tanto el diagrama de cortante y momentos quedaria asi:
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alor de la perediente en el momento
()

CORTE
Va
=
b
Empieza en ces0 ¥ no
bragr momento de extremn
MIOBEHNTO
"—\_\_\_\_‘-‘-‘-‘-‘ =-
Valores de pendientes
it rm@ativas v eada vesz
MEF0res (mawor
ireclinaeidn)
Pendierfes cada vez
MENOES ¥ )
positives. Ferudiente igual 2
cern en el centva de

e fuz

Puntos criticos en un diagrama de momentos:

Asumiendo que el elemento estudiado pertenece a un sistema
estructural complejo, analizaremos una viga con momentos en ambos

extremos que representan la unién con otros elementos o su continuidad

después de un apoyo.

WeSsisr SR

L
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Vh

Vtotal
M-

PI

Luz del elemento

Carga distribuida, w

wl

i

[H.:z ; ME&)

Ve+ ¥k

Fe i\@ EE - Jor e

VL

2

=)

Fe+ R
Mb

—_ME.

Foth — 2w i

Cortante estatico debido a la
carga w. Se denomina estatico
porque se calcula como si el
elemento no tuviera
continuidad.

Cortante hiperestatico.
Debido a los momentos de unién
o continuidad. El signo
depende de los wvalores de los
momentos deben

pero siempre

formar un par de fuerzas.

Momentos de continuidad,
por lo general para cargas
distribuidas hacia abajo

producen momentos negativos o
lo que es lo mismo, tracciones
en la fibra superior. En caso de
columnas se debe analizar bien
el signo
Momento maximo, si los
momentos de continuidad son
muy grandes y la carga es
pequeia no alcanza a dar
Calculando

debe dar el

valores positivos.
por ambos lados
mismo valor

Puntos de inflexidn
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4.3.2.2 Modelo de flexién: Teoria de Euler-Bernoulli

La teoria de la flexidén en vigas se fundamenta en los conceptos de

equilibrio, compatibilidad y leyes constitutivas:

Condiciones de equilibrio.- Las fuerzas que actuan en los extremos

de cada pieza deben ser tales que mantengan ¢ésta en equilibrio.
Ademas, la resultante de las fuerzas en los extremos de todas las barras
que concurren en un nudo cualquiera debe ser igual a la carga exterior

aplicada en dicho nudo.

YF=0 T H=0

Ley de hooke.- Las fuerzas actuando en los extremos de cada barra y

los movimientos de dichos extremos deben satisfacer las ecuaciones
deducidas del diagrama tension-deformacion del material de que esta

formada la barra.

F=K&

M=K# K: rigidez a flexién

Condiciones de compatibilidad.- Los movimientos de los extremos de

cada barra deben ser compatibles con los de los nudos a los cuales esta

unida dicha barra.

AL = A, En puntos de contacto (A = Deformacién en un
punto)

0, =0, En uniones rigidas (06 = Angulo de deformacion)

0 =0 En empotramientos

Las vigas de Euler-Bernouilli, por su parte, no tienen en cuenta la
deformacion transversal por cortante (como si hace la de Timoshenko),

es decir, asumen que las secciones planas perpendiculares al eje de la
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viga permanecen planas y perpendiculares a dicho eje después de la
deformaciéon. Deben emplearse solamente para modelizar el
comportamiento de vigas esbeltas, en las que las dimensiones de la
seccion transversal son pequeflas comparadas con la dimension

longitudinal (para vigas normales esto puede ser del orden de 1/15).

Es decir, basandonos en la teoria de Euler-Bernoulli:

1. Una seccion plana permanece plana después de la deflexidn.

(Euler - Bernoulli)

S e e eniLEE S
S0C Ramtifn 65 650

2. La seccion plana deformada permanece perpendicular a las

fibras de deformacién nula (eje neutro)

Centro de curvaturs

Curvatura

ab el
/\‘ / Efe mewtyo gpewo de

defprmarinnes cam
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Con estas dos conclusiones y aplicando los tres tipos de ecuaciones
en que se basa la flexiéon de vigas, podemos encontrar los

desplazamientos del eje neutro en funcion de los momentos internos M.

o Ecuaciones de equilibrio interno
S M=0=M+[c,Zdd = M=|c, Zd4

Diagrames da esfiterzos,
Ilaterdales lhealmente elisbicos

Eie yremtyn

Pero observando proporcionalidad, vemos que:

siendo C el punto de maxima tensidén, y/o de mayor

distancia al eje neutro). Luego:

M= 2zt aa= 2270 2

&
AM=—T1
&

siendo | el momento de inercia.
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. Compatibilidad interna

A continuacion observemos el triangulo pequefio de la figura

anterior:
dé ., _ AL
a a
pero:
AL, &L
=E=—
E ax
d8 .= dx
il = £.dx

e igualmente para el triangulo grande:

Longitud de arco = gdfmdy = sfé-d—x

o

Igualando tridngulo pequefio con tridngulo grande:

€8x
< e
l_e“i — l_e,
2 O 2 Z

0 que es lo mismo la relacién de curvatura con la deformacién de las

fibras internas.
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o Ley de elasticidad
F, O max
og=c.8 gz =L € max =
E E

siendo E el moddulo de elasticidad del material de la viga.

Reemplazando en compatibilidad interna:

M MC
rr—— (Gmax: _)

-
e
by
2

que es la relacidén de la curvatura con las fuerzas internas

1 M

2 EiI

y transformando en la ecuacion:

ax de
dg—; = E—E

que denominariamos “relacidén tangente de la curva de deformacidén con

fuerzas internas”.

Falta relacionar la deformacion en cada punto “y” con las fuerzas

internas; y = fn (x). Se demuestra por geometria Diferencial que:

dzy ;
dx

Relacion de curvatura
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Considerando que las deformaciones son pequefias, el término

elevado al cuadrado en el denominador se aproxima a cero, y queda:

dey

y;

1.
&

El valor de la pendiente en ese punto es:

y _M
dxt B

Ecuacion que relaciona deflexion con fuerzas internas.

Por otro lado, como vimos en la seccidén de fuerzas internas:

W :c(lj_V Pendiente de la curva de corte
X
dM .
V :d— Pendiente de la curva de momento
X

Entonces si:
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y transformando:

2
yodM _df dy
dx  dx dx?

a4 [ c-ﬁy]

Si EI = constante; entonces:

dly

W-Efgixl

Esta es la ecuacidn diferencial que describe el equilibrio de una viga
sometida a una carga uniforme W a lo largo de su longitud y apoyada en

sus extremos.

Si establecemos que en los limites de la viga el valor de y sea nulo,

dado que en este punto no existe deformacidén, entonces existen cuatro

condiciones de frontera (o de contorno) de la viga:

y(0)=y(L)=y”(0)=y”(L)=0,

siendo “L” la longitud de la viga.
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4.4 Fundamentos del Método de los Elementos Finitos

4.4.1 Introduccion

Las limitaciones de la mente humana son tales que no puede captar el
comportamiento del complejo mundo que la rodea en una sola operacidon
global. Por ello, una forma natural de proceder de ingenieros o
cientificos consiste en separar los sistemas en sus componentes
individuales, o “elementos”, cuyo comportamiento pueda conocerse sin
dificultad, y a continuacidén reconstruir el sistema original para

estudiarlo a partir de dichos componentes.

En muchos casos se obtiene un modelo adecuado utilizando un
numero finito de componentes bien definidos. A tales problemas los
denominaremos discretos. En otros, la subdivisién prosigue
indefinidamente y el problema s6élo puede definirse haciendo uso de la
ficcion matematica de infinitésimo. Ello nos conduce a ecuaciones
diferenciales o expresiones equivalentes con un numero infinito de

elementos implicados. A tales sistemas los llamaremos continuos.

Con el uso de computadoras, los problemas discretos pueden
resolverse generalmente sin dificultad, pero como la capacidad de estas
es limitada, los problemas continuos s6lo se pueden resolver de forma

exacta mediante manipulaciones matematicas.

Para vencer la infranqueabilidad que supone la solucion de problemas
continuos reales, los ingenieros, se enfrentan al problema creando una
analogia entre elementos discretos reales y porciones finitas de un

dominio continuo.

El Método de los Elementos Finitos es hoy en dia, el procedimiento
mas potente para el andlisis de estructuras de cardcter unidimensional,
bidimensional o tridimensional sometidas a las acciones exteriores mas

diversas.
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Aunque las estructuras continuas son inherentemente
tridimensionales en algunos casos su comportamiento puede describirse
adecuadamente por modelos matematicos unidimensionales o

bidimensionales.

La forma méas elegante de explicar los fundamentos matematicos del
MEF parte de la teoria de espacios normados y utiliza los conceptos del

analisis funcional.

Sin embargo, desde el punto de vista pedagdgico, iniciar el estudio
del MEF situandose en este marco puramente matematico tiene serios
inconvenientes para los técnicos. Se requiere un tiempo y esfuerzo

considerable para manejar con soltura estos conceptos.

Por tanto, el M.E.F se describirda directamente sobre un caso tipico de
desplazamiento (como la mayor parte de la bibliografia que pueda
encontrarse sobre el método), paso por paso, muy detalladamente, desde
el punto de vista técnico, evitando teorias abstractas y alejadas de las

aplicaciones practicas en las que los ingenieros estamos interesados.

4.4.2 Introduccion al método de los elementos finitos

El problema consiste en hallar los desplazamientos de una viga
apoyada en sus extremos cargada uniformemente a lo largo de su
longitud. La ecuacién de equilibrio de una viga cargada uniformemente
con una carga distribuida W y apoyada en los extremos, tal como vimos

en la seccidén anterior, es:

d? d?y
W = El
dxz( dx?

)

Cuyas condiciones de contorno son Y(0)=y(L)=y”(0)=y”(L)=0,

siendo “L” la longitud de la viga.
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W
liléilliiéilléé\%

A A
| L |

Siendo E, el mdédulo de Young, | el mdédulo de inercia, e y la flecha

en la viga.

El método de los elementos finitos consta de las siguientes fases:

1. Divisién en elementos finitos o discretizaciéon del dominio.- Esta

fase divide el elemento tipo viga en elementos finitos interconectados
entre si mediante nodos que estan situados generalmente en los bordes
de los elementos. Consideramos una barra larga y delgada sujeta a

condiciones de frontera.

i 2 B 3 8 4 W s
'_.r=lllr5. e | ® . :
L L L

2. Eleqgir las funciones de aproximacidn.- Se desarrollan

ecuaciones para aproximar la solucion del problema.

Al suponerse la viga indeformable Ilongitudinalmente tendra

unicamente 4 grados de libertad que corresponden a los desplazamientos
$,.0,,0,,0,. Se admite que las deformaciones en flexién son pequefas
y, por tanto,

o 49
dx
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La solucién mas simple es un polinomio de tercer grado con 4

parametros, igual a los grados de libertad:
Y(X)=d(X)=a, +a,x+a,x* +a,x’ [1]

Las funciones de aproximacion se suelen elegir que sean polinomios,

debido a su facilidad para integrar y derivar.

Los pardmetros ao; se obtienen particularizando la expresion anterior

en los nodos,
2 2 ﬂ‘l ﬂz
g, =a, + o, X +a X +aX p
0 =a +2 30, X J
| =a, +2a,X, +3a,X, A o - > )4,
i 2
2 2 ! S } -
P, =, +a,X, +aX, ta,X, . x, 7
i o
{ xz -

_ 2
0, =a, +2a,X, +3a,X,

Sin embargo, es mas conveniente reproducir el campo de
desplazamientos en funcién de los pardmetros nodales ¢1,6’1,¢2,6’2. Para

ello, sustituimos los parametros o; una vez obtenidos en la ecuacidon

[1], y se obtiene:

#(x)=N, ¢ +N, 0, +N,¢,+N,0,

Siendo N¢11N91’N¢2 ,Ng2 las funciones de interpolacion del elemento.

Es decir,
#(x)=[N,]{c®}

siendo {®} el vector de parametros nodales del elemento finito e.
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Una vez obtenidos y sustituidos los parametros en la ecuacion [1], se

obtiene:
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J— 2 J—
NBZ:(X X, ) (x XlJ—l
1

X, — X, |, —X

Como x;=0 y x,=L, las anteriores funciones de forma se reducen a:

3x2  2x°
e T
2x?  x®
N, =x- 24X 2
g1 L L2 [ ]
3x?  2x°
N¢2_ L2 - L3
x> X3
O

En resumen, al suponer que las funciones de aproximacién ¢ varian
segun un polinomio de tercer grado entre los valores de las funciones
de aproximacion ¢ y ¢, en los nodos, las funciones de interpolacion N;

permiten calcular la solucidon de un punto cualquiera del elemento en

funcion de las soluciones aproximadas en los nodos.

3. Matrices locales. Esta fase del método de los elementos finitos

consiste en obtener un ajuste 6ptimo de la solucion que permita calcular
los parametros nodales del elemento, en funciéon de sus propiedades. En
nuestro caso estas propiedades son, el médulo de young y el moédulo de

inercia®.

® Ver Anexo 2
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La cuantificacion de estos pardmetros puede realizarse de acuerdo
con diferentes metodologias. La que aqui se describe corresponde al

método de los residuos ponderados.

El método de los residuos ponderados o también denominado método
del error, se basan en la idea de hacer que la funciéon error de la

ecuacion diferencial, e(x), sea minima en algin contexto.

e(x)——( d ¢J -W

dx?

Para todo Xx perteneciente al entorno comprendido entre 0 y Z
(longitud de la viga).

La condicién de que la funcidon error sea minima en alglin contexto se
obtiene al multiplicarla por una funciéon de peso arbitraria, w(x), 1
suficientemente suave en la regidén, es decir, diferenciable y continua,

de tal manera que se satisfaga la condicidn.

j'e(x)w(x)dx=0

Sustituyendo:
j{
0

j:):z d¢(X)W(X)dX IW w(x)dx=0

:|W(X)dX 0

El método para seleccionar a las funciones de peso, W(x), es lo que
define el nombre especifico del método del error. El método de
Galerkin, que es uno de los mas utilizados, adapta como funciones de

peso las funciones de interpolacion, es decir:
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w(x) = N,(x)

Y queda:

zd2 d2¢ z
N.(x)dx—|W N.(x)dx=0
dez[ dxz] (X) j (x)

Suponemos ahora que la barra se ha discretizado en 4 elementos (5

nodos)’. Escogiendo uno de los elementos e (de longitud L=x,-x;) e

integrando por partes la ecuacidén anterior:

d (g 0°Hx) [ e SN, g Ty (x)dx =0
dx dx’ 5 dx dx dx "
haciendo: zz —jvdu siendo: U=Ne(X) dv=¢""(x)

volviendo a integrar por partes la segunda ecuacion:

X

) T(Elddﬂx)) o ] IWN(X)dX 0

dx? dx?  dx

Xy X

(E,d ¢(X)JN( ) {E,d%(x)dﬂ
dx

reordenando:

+TW N_(x)dx

T(E' d ¢<x)]d N, g gy 000 N, [* _1[5 d2¢(2x)jNe(X)z
dx? dx* dx* dx |, dx dx

Xy X,

Ahora, si @(X)= N¢1¢1 + Nm@l + N¢2¢2 + Ng2 6’2, entonces:

¢°(x) dN¢l¢1 2N d2N¢2¢2+d2N9292
dx? dx? dx?

7 Podria haberse discretizado en el nimero de partes que hubiéramos querido, sabiendo que cuanto mayor
sea esta discretizacion mayor es la exactitud del método.
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O dicho de otro modo:

dg*(x) _ d2

dx?

LN {6}

recordando {56} como el vector de pardmetros nodales del elemento

finito e.

Por tanto, el primer término de la ecuacion reordenada se puede

escribir como:

4700 VA°N,
j( > j ™ dx_.iEI

d 2

X1

Y sustituyendo en la ecuacidén completa:

d ¢(x)dN
dx*  dx |,

XJZEI :XZ[NE] ~[N. 1" {6, }=EI——~

(Eld ¢(X)]N (x)
Cdx

ZWN X )dx
% w00

X

Los dos primeros términos de F se denominan condiciones de frontera

o de contorno. Resolviendo estas ecuaciones:

e Para N¢1
d(_ d?¢(x) Y od (L d%(x) d?g(x) Cd (., d%(x)
dx(EI dx? ] (%) _dx(El dx? j;iffig_x(El dx? j;iigﬁl" dX(EIdXZ]
gy TPO) AN d%00) IN - dPg() AN,
dx*  dx | dx? dx2 dx?  dx,
0 0

e Para Ngl
(E, d ¢<x)) a(x) =d(a OI2¢‘(X)ij(x2 )—d(EI OI2¢(X)ij(xl)=0
dx d 2 dx d)(2 — "7 dx dX2 —

X1 0 0
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X2

EI d2¢(x) dNHl
dx?  dx .

2 2 2
— EI d ¢(2X) dNGl _EI d ¢(2X) dNHl =_E| d ¢(2X)
dx dx, dx dx, dx
%/_/ H—J

0 1

[3]

e Para ( N¢2):

d(E| dij(X)]NM(x)

dx dx? dx dx? dx? dx?

:d(EI d2¢(x)JN¢2(X2)_(;JIX(E| d2¢(X)JN¢2(X1)=;X[EI d2¢(x)]

2 dN , [* 2 dN 2 dN
Eld ¢(X) 42 =E|d ¢(X) ¢2_E|d ¢(X) 42 =0
dx*  dx dx®  dx, dx*  dx,
1 0 0
e Para Ngzz
d (o d2¢(x) td (g, d%(x) d (g 470 _
OIX(El ™ ]Ngz(x)x _dx(EI e JNgzsxz) dx(EI ~e JNgzsxl)_o

1

X2

d2p0) N | " _ )

El
dx?  dx

d?¢(x) dNaz__E|d2¢(X)dN92::E|d2¢(x)
dx®>  dx, dx®  dx, dx?
%ﬁ_/ Hr_/

1 0

Sabiendo que el momento flector es:

Mol 3Y . g 3¢
dx? dx?

y que el esfuerzo cortante:

v - —i(El d2¢j

T dx dx dx?

entonces concluimos que las dos condiciones de frontera se refieren al

momento flector y al esfuerzo cortante.
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Los parametros nodales (conocidos) en la frontera normalmente son
nulos, al corresponder a desplazamientos de nodos coaccionados por los

enlaces externos. Por ello, no tenemos en cuenta estos dos términos.

Haciendo:

Xy 2 d2
K =|El N N 1’
SCFAUAFAS

F, :TW N, (x)dx

nos queda una ecuacién de la forma:
Ks, =F

Por tanto, ya estamos en condiciones de poder construir las matrices

locales.

Para la matriz de rigidez:

d? d?
N N 17
dxz[ E]dxz[ 1

X3
[K.]=[El

Xy
derivando por dos veces las funciones de interpolaciéon en [2]:

12x 4 6Xx 6 12X 2 6Xx

d2
dx?

+ _
L’ L v L v L LU

[Ne]=[—%+

Entonces integrando entre 0 y L, se obtienen los términos de la

matriz de rigidez, o coeficientes de rigidez:
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2

ol o2
klZ:EII ) BRI
-] (- B - e
kM:EII _% 153" _%Jrfli__z( dXZGII_EZI

Y procediendo de igual forma se hallan los restantes coeficientes de

rigidez, que determinan la matriz de rigidez de un elemento de viga

solicitado a flexion. Si EI es constante:

12 6L -12 6L

[k ]:ﬂ 6L 4L* -6L 2L°
* °]-12 -6L 12 -6L
6L 2L° -6L 4L°

Para el vector de fuerzas nodales equivalente F. :

{F}:TW[NE]de

tenemos que:
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[N, W dx
F

e | [N, dx

—| i _|o

{ FW }_ F L
2| [N, W dx

Foo| |0
[N, W dx

0

De acuerdo con esta expresion, y si la carga W esta uniformemente

distribuida. Estas fuerzas nodales equivalen a:

L 3x2 2x 318 214, WL
F =[(1- =
" l( 2 312 4L3) 2
L 2x>  x° 12 28 LY. wL
F,,=[(x- +— Wdx=W(— - + =
o l( L ) ( 3L 4L2) 12
L 3x? 2x 31 2. WL
F¢2:£( 12 S TR TER
Loo2x? X8 L WL2
F. o= +— W dx =W (—— =—
oz l( L ) ( 3L 4L2) 12

12 6L -12 6L[|4] |
EI|6L 412 —6L 2L%||6,
L°|-12 —-6L 12 —6L||g, | | WL
6L 21 —6L 4L°||6, 2
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wL
12 6L -12 6L|[4] |2

El 6L 4L -6L 2L°||6,| | 5
L*-12 -6L 12 —6L|l¢, | | WL
6L 21 —6L 4L%||6, 2

y WL

matriz de rigidez del elemento _

2

efectos externos

4. Matrices globales de la estructura. Ensamblaje.- Como la viga

se discretizo en 4 elementos, la matriz completa de rigidez se obtiene

ensamblando las submatrices de rigidez de cada elemento:

KO KW 0 0 0
Ka' Ka'+Ki' Ky 0 0
Ko=| 0 K& KPAKP KD 0
0 0 Ka'  K&+K K
0 0 0 KO KW

Cada elemento finito no tendria porqué medir lo mismo o tener el

mismo médulo de inercia I, pero las caracteristicas del problema asi lo

dicen, por tanto L y | se hacen constantes:
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12 6L -12 6L
6L 4L° -6L 212
-12 -6L 12+12 -6L+6L  -12 6L
6L 212 -6L+6L 4L%2+4L2  -6L 2L2
K }:El -12 -6L 12+12 -6L+6L  -12 6L
0173 6L 212 —6L+6L 4L%+4L>  -6L 212
-12 -6L 12+12 -6L+6L -12 6L
6L 2L2 —6L+6L 4L2+41% —6L 2L
~12 -6L 12 6L
6L 212 —6L 4L

Como ¢1 y¢5 son nulos, puesto que en los extremos de la viga no

existe desplazamiento, colocamos un 1 en el cruce de la primera fila y
columna, e igualmente la penultima fila y columna, y luego hacemos

cero todas las demas casillas.

1
412 -6L 212
-6L 12+12 -6L+6L  —12 6L
212 —6L+6L 412 +4L? -6L 21
(K }:El -12 —-6L 12+12 -6L+6L  —12 6L
R 6L 212 —6L+6L 4L%+42  -6L 212
-12 -6L 12+12 -6L+6L 6L
6L 212 -6L+6L 4L%+4L12 212
1
6L 212 41°

El ensamblaje de las fuerzas nodales o efectos externos queda de la

siguiente manera:
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Por tanto, sustituyendo:

wL

w2 ®

2
WL(l) WL(Z)
EE— +_

wee® wz®
- +

WL(Z) WL(3)
_ +_

sz 2 2 2 3

2 2
wL®  wL®
_ 4+ —

2
w2 w2

+
2 2
WL

w2
2

Al igual que en la matriz de rigidez completa, hemos de considerar
los desplazamientos en los extremos son nulos. Por tanto, sustituimos la

primera fila y la pentltima por ceros.
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| owe?

w2 &

2
WL(l) WL(Z)

2
wez® w2 ®

J’_

wL® wL®
—_— +_

2

(2) (3)

WL?

+_
2

WL(S) WL(4)
—_ +_

2
w2® w2 @
P — J’__
2 2
0
w2 @

2

Finalmente, sustituimos en la ecuacion de equilibrio de la viga.

E

|
[Ko]ZF

5. Respuesta de

4%  -6L

—6L 12+12 —6L+6L
21> -6L+6L 4L%+4L2

-12
6L

—6L+6L 4% +412

—6L+6L 4% +4L°

la estructura.-

6L
212

412

O HDS DS S DS

wiz®

2
wL® wi®

2 2
wie® we?®

wL? wi®

wiz® wiz®

WL(3) WL(4)

wiz® wi®

2 2

wiz®

2

Esta fase del MEF determina el

comportamiento de la estructura teniendo en cuenta las condiciones de

contorno y las condiciones de carga. La resolucién de un sistema de
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ecuaciones lineales permite calcular los pardametros nodales
desconocidos. A partir de los parametros nodales se obtiene la
respuesta de los elementos al hallar las deformaciones y los esfuerzos
en cualquiera de sus puntos. De esta forma, queda completada la
respuesta de la estructura a las condiciones de contorno y de carga, y

por tanto, resuelto el problema.
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4.5 Introduccion ala teoria de las vibraciones mecanicas

4.5.1 Introduccion

Todos los cuerpos que poseen masa y eclasticidad son capaces de
vibrar. La mayoria de las méaquinas y estructuras experimentan
vibracion hasta cierto grado y su disefio requiere de consideraciones de
su conducta oscilatoria. Las vigas son elementos estructurales de suma
importancia, ya que forman parte del esqueleto de los buques y otras
construcciones. Dichas estructuras se encuentran sujetas a fuentes de
vibracion externa, que pueden ser producidas por motores, compresores,

etc.

Si alguna de las fuentes de vibracidon presenta alguna frecuencia que
coincida con una de las frecuencias naturales del elemento estructural,
dicho elemento entraria en resonancia, la cual se caracteriza por una
amplitud de vibracidon excesiva, que puede dafnar o incluso destruir la
estructura. Por tanto, es necesario conocer las diferentes frecuencias
naturales o modos de vibracién de los elementos estructurales, para

evitar las condiciones de resonancia.

4.5.2 Teoria de vibraciones

Cuando una estructura eléastica estd sujeta a una carga dinamica, el
campo de desplazamiento varia con el tiempo debido a cuatro fuerzas:
una es por la fuerza de inercia de la estructura, otra es por fricciones
internas o externas, la tercera es por fuerzas elédsticas actuando en el
sistema, y la cuarta es por cualquier fuerza externa aplicada. Como el
sistema esta en equilibrio estadtico, la fuerza externa aplicada debe ser
igual a la suma de todas las demas fuerzas. Expresado matemdaticamente

mediante la ecuacion diferencial:

2
d f+c%+ Kx=F
dt dt

M
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siendo M la masa del sistema, c el coeficiente de amortiguamiento, K la
constante eléastica, F la fuerza externa, X el desplazamiento y t el

tiempo. Es la llamada ecuacion de movimiento.

4.5.3 Vibracion libre

Si se toma el caso ideal de una masa sujeta al extremo inferior de un
muelle en el cual el sistema no tiene ni amortiguamiento ni fuerzas
externas, la ecuacién de movimiento se reduce a

2
d x

MZZ+Kx=0
d

Esta ecuacion expresa la condicion de natural vibracion, en el cual en
cualquier instante las fuerzas que hacen restaurar al sistema son las de
inercia y las elasticas. El movimiento es simétrico alrededor de la
posicién de equilibrio. Esta es la forma mas simple de vibracion, y se
denomina con frecuencia movimiento arménico simple. Este movimiento
es tipico de la mayor parte de los sistemas con un grado unico de
libertad que se ha desplazado desde una posiciéon de equilibrio estatico,
en una pequefia cantidad y se ha liberado. Modela con precision un

sorprendente nimero de sistemas reales.

Los estados de vibracion natural se llaman modos naturales, y las
frecuencias de vibracién son las frecuencias naturales. Para hallar
dichos modos y frecuencias naturales se asume® que el desplazamiento
puede ser expresado como integrales particulares de la ecuacidén de

movimiento reducida:

Xl(t ) = Cleiwnt

X,(t)=C,e "

8 Ver Anexo 3
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Si sustituimos ambas soluciones en la ecuacién de movimiento y
sumamos, la suma satisface también la ecuaciéon y tiene el numero

requerido de constantes arbitrarias. Entonces, la solucion general es:
x(t)=C,e™" +C,e ™

siempre que X; y X, no sean linealmente dependientes. La integral

general se puede escribir también en forma hiperbdlica,
X(t)=(C,+C, )coshiw,t+(C, —C, )senhiw,t

o en forma trigonométrica,
X(t)= Acosw,t + Bsenw,t

C;, C,, A y B son constantes arbitrarias que dependen de las

condiciones de movimiento.

Llevamos las constantes A y B a una forma mas

conveniente
A =R-sen(o)
B = R-cos(p) B

siendo R la amplitud de la vibracion.

Aplicando
identidad
trigonométrica

X(t) = R-sen(@)cos(w,t)+ R-cos(¢)sen(w,t) — 225 X(t) = Rsen(w, t+¢)

que es la solucidn final expresada en términos de amplitud.
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A ®, lo denominaremos pulsaciéon natural y depende exclusivamente
del sistema (en este caso de la masa y de la constante de rigidez de la

viga).

[k
®, =,—=27f, _ . .
m f, = frecuencia natural (ciclos por segundo)

x(t)

ol 1

4.5.4 Vibracion armonica forzada no amortiguada

Ahora, a diferencia de un caso ideal, denominamos forzado a aquel
sistema elastico sometido a fuerzas externamente aplicadas, y el
movimiento de oscilacién que resulta en el mismo debido a las fuerzas

externamente aplicadas, se llama vibracién forzada.

Consideremos el movimiento, con un grado Unico de libertad, de una
viga sometida a una fuerza armdénicamente variable, F(t)=Fsenot. F,

es el valor méaximo de la fuerza impuesta, y ® es el valor de la
frecuencia con la cual varia, en radianes/segundo, la fuerza F(t). Ahora
la ecuacién del movimiento se torna:

d?*x
dt?

M

+kx = F(t)
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La solucion debe contener la integral general para la ecuacion
diferencial de movimiento, asi como wuna integral particular que

satisfaga la forma particular de en este nuevo caso.

F
x = Acos,t + Bsenw, t + ——————senot
m(o‘)n —-® )

Los primeros dos términos se llaman transitorios. Estos dependen de
las condiciones iniciales y después de un periodo de tiempo, con
cualquier cantidad medible de amortiguacidon, la influencia de estos
términos es pequefia. En el estado estable, s6lo necesitamos dirigir
nuestra atencién al ultimo término, que se denomina el término de
estado estable. Este no se afecta por las condiciones iniciales, y
permanece en tanto que se aplique la funcion forzante. Omitiendo los

términos transitorios,

Fl
X= < senmt
m((’on - )

Esto es similar al desplazamiento arménico X=R-senwt, en donde el
desplazamiento maximo,
I:1
m(o’ —o?)

n

Las funciones forzantes que varian armodnicamente, causan un
desplazamiento armoénicamente variable, estando relacionado el valor
maximo de la fuerza, F; con el valor maximo del desplazamiento R.
Sustituyendo k=mw’,

R 1
F/k = o
: (I-—)

(Dn

Ecuacion que se denomina relacién de amplitudes.
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Cuando la frecuencia forzante y la frecuencia natural son casi

iguales, es evidente que pueden resultar amplitudes de vibracién muy

grandes, a partir de fuerzas muy pequefias. La condicion o=wm, en la que

la relacién de amplitudes es infinita, se conoce como resonancia.

4.5.5 Vibraciones forzadas amortiguadas

Por otro lado, el proceso por el cual la vibracién disminuye
continuamente en amplitud, recibe el nombre de amortiguacion. En la
amortiguacion, la energia del sistema de vibraciéon se disipa como
fricciéon o calor, o se transmite en forma de sonido. En el mecanismo de
la amortiguacién ésta puede tomar cualquiera de varias formas, y con
frecuencia puede encontrarse presente al mismo tiempo mas de una de

ellas.

La amortiguacion fluida puede ser viscosa o turbulenta. En la
amortiguacioén viscosa, la fuerza de amortiguacién es proporcional a la
velocidad. En la amortiguacion turbulenta, la fuerza es proporcional al
cuadrado de la velocidad. En la friccion seca o amortiguacion de
coulomb, la fuerza de amortiguacion es constante. Esta se causa por la
friccion cinética entre superficies deslizantes secas. La amortiguacion
s6lida o amortiguacion histerésica se ocasiona por la friccidon interna o
histéresis, cuando se deforma un cuerpo solido. La amplitud bajo

esfuerzo es una medida de la amortiguacidon solida.

El mecanismo de amortiguacion viscosa provee una fuerza de

amortiguaciéon que es proporcional a la velocidad de la masa.

La ecuacidon de movimiento es ahora:

2
d 2f(+c%+ Kx=F
dt dt

Esta es, otra vez, una ecuacion diferencial lineal de segundo orden.
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La solucion serda la suma de la solucion de la homogénea mas la

solucion particular:
XG = Xp + XH

Para la homogénea sera:

2
diz+c%+ Kx =0
dt dt

la funcién exponencial de prueba Ce'', da una ecuacidén caracteristica,
c K
r’+—r+—=0
M M

cuyas raices son complejas,

2
C " c K

oM V4aM?E M

If-1,2 -

La solucion general para el desplazamiento es entonces,
X = e—(c/2M)t [Cle+x/(cz/4M2)—(K/M)t +C2e—\/(c2/4M2)—(K/M)t]

Matematicamente, ésta es una ecuacion exponencial, pero fisicamente

se puede describir la curva desplazamiento-tiempo como compuesta de
tres curvas distintas, dependientes de si el radical (c>/4m?*)—(k/m)es

real, cero o imaginario.

El ultimo caso es del movimiento armoénico amortiguado en el que
ocurre oscilacion alrededor de una posicién de equilibrio, disminuyendo

cada amplitud sucesiva con respecto a la anterior.
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s
Vv

4.5.6 Sistemas distribuidos

En un sistema discreto, la elasticidad y la masa se modelan como
propiedades discretas. Se pueden resolver muchos problemas usando
sistemas discretos, pero existen ciertas desventajas, siendo las mas
obvias que la masa y la elasticidad no siempre se pueden separar en los
modelos matematicos de los sistemas reales. Un método alterno de
modelar seria distribuir la elasticidad y la masa. Los sistemas en los
que se considera que la elasticidad y la masa son parametros
distribuidos, son sistemas distribuidos. Las vigas se pueden modelar

con precision como sistemas distribuidos.

Son necesarias tres suposiciones para formar un modelo matematico
de un sistema distribuido. La primera es que el material debe ser
homogéneo; la segunda es que debe ser elastico, lo que significa que
sigue la ley de Hooke; y la ultima es que debe ser isotrdpico. Estas

suposiciones son restrictivas, pero son necesarias.

4.5.6.1 Ecuacion de onda

El problema de la ecuacion de onda es equivalente al de vibracidn
longitudinal y torsional en barras uniformes. Se expondrd su desarrollo
aunque las aplicaciones practicas de estos 2 tipos de vibracién son
limitadas. Consideremos una cuerda cuya tension es T. En el equilibrio,

la cuerda estd en linea recta. Vamos a ver lo que ocurre cuando se
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desplaza un elemento de longitud dx, situado en la posicion x de la

cuerda, una cantidad y respecto de la posicion de equilibrio.

Dibujamos las fuerzas que actian sobre el elemento y calculamos la

aceleracién del mismo, aplicando la segunda ley de Newton.

¥
Tsen o' F. z
o = X

Tseno
T

T |

¥

X

x dx

La fuerza que ejerce la parte izquierda de la cuerda sobre el extremo
izquierdo del elemento, es igual a la tension T, y la direcciéon es
tangente a la cuerda en dicho punto, formando un &ngulo a con la

horizontal.

La fuerza que ejerce la parte derecha de la cuerda sobre el extremo
derecho del elemento, es igual a la tension T, y la direccidén es tangente

a la cuerda en dicho punto, formando un d4ngulo o’ con la horizontal.

Como el elemento se desplaza en la direccion vertical, hallamos las

componentes de las dos fuerzas en esta direccion y la resultante.
dF,=T(sen ao’-sen a)

Si la curvatura de la cuerda no es muy grande, los angulos a’ y a son

pequefios y sus senos se pueden reemplazar por tangentes.
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2

dF, =T(tga' ~tger) =T d(tger) :Tai(tga)dx _7 9
X

X2

La segunda ley de Newton nos dice que la fuerza dF, sobre el
elemento es igual al producto de su masa por la aceleracidén (derivada

segunda del desplazamiento).

La masa del elemento es igual al producto de la densidad lineal m

(masa por unidad de longitud), por la longitud dx del elemento.

2 2
(max) 2 Y =79 g
ot OX
Simplificando el término dx llegamos a la ecuacion diferencial del

movimiento ondulatorio o ecuacidén de onda.

Haciendo:
T

V= |—
m

siendo VvV la velocidad de propagacién de las ondas transversales en la
cuerda, obtenemos:
0? 0?
y V2 de

2 2
ot OX
Se le denomina ecuacion de onda porque se le puede describir como

una onda estacionaria, si usamos un sistema de coordenadas que se

mueva con la perturbacidn.

Este problema, como apuntabamos anteriormente, es matematicamente
idéntico al de vibracion longitudinal y vibracidén torsional en barras

uniformes.

En efecto para la propagacion del esfuerzo longitudinal en una barra

longitudinal tenemos:
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siendo E el médulo de elasticidad del material, g la gravedad y U es la

densidad ponderal de la barra.

De igual modo para el caso de vibracidén torsional:

o> ox* u

siendo G el mdédulo de rigidez en torsion.

4.5.6.2 Vibracion transversal de vigas uniformes

Aislamos hipotéticamente un elemento delgado de una viga. Al
flexionarse la viga en vibraciones transversales, el elemento se movera
hacia atras y hacia delante en la direcciéon y, y también girarda muy
levemente. Despreciando las propiedades inerciales del elemento en

rotacion y suponiendo momentos,

> M =0

Vdx = aﬂdx
OX
o
vy M
OX

En la direccion-y, la suma de fuerzas es

2
D F =dm ztzy
oV d%y
—dx = pAdx—=
OX P
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o combinando las dos ecuaciones,

J
|
|
|
! AI( M+ My
| 1Dw
| : i
v v : V+ax dx
y |
Y
y

Esta ecuacién se parece a la ecuacién de onda, pero no lo es. La
segunda parcial del momento M con respecto a X, es igual a la segunda
parcial del desplazamiento y con respecto al tiempo. Se necesita un

paso adicional, la representacion del momento flexionante en términos

del cambio en pendiente.

oy
ox?

M =—El

Sustituyendo en la ecuacion anterior:

0? %y o%y
-—(El —)=pA—
8x2( 8x2) Prot
Si la viga es uniforme, la rigidez contra flexidén es constante con el
desplazamiento y
o'y o’y

_m Y _ 8%
VAP
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Esta es una ecuacion diferencial parcial de cuarto orden, pero se
resuelve por separacion de variables. Si hacemos que la funciéon y(X,t)

sea el producto de dos funciones separadas, una de x y una de t,

y(xt) = f,(t)f,(x)

d’y _d*fy(t)
dt? dt?

Fo(x)

d'y _d*f,(x)
dx* ox’

f (1)

Sustituyendo en la ecuacion de cuarto orden original y separando

variables.
1 d*f(t) El d'R(0) .,
f(t) dt? pAf(x) dx* "

Para que estas dos funciones ahora independientes sean iguales,

deben ser iguales a una constante, convenientemente ~w,>. Como antes,

d*fy(t)
dt?

+ol f,(t)=0
f,(t)= Acosw,t + Bsenw,t

En forma similar,

d*f,(x)  pAw?
d>2<4 :_pEI f2(x)=0

Esto es diferente, ésta es una ecuacion diferencial de cuarto orden.

Llamando f*=pAw’/El, la solucién es

f,(x)=C, cosh px+C,senhpx + C, cos px + C,senfx
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La diferenciacion verificara que f,(x) es una solucién. La solucidn

completa para y=(X,t) es

y(x,t)=(Acosa,t+ Bsenaw,t)(C, cosh fx + C,senhpx + C, cos px +C,senpx)

Para resolver esta ecuacidon general de la vibracion transversal de una
viga, necesitaremos dos condiciones iniciales y cuatro condiciones de
limite. Con las cuatro condiciones de limite encontraremos también los
valores caracteristicos de la ecuacién de frecuencia que estardn en

términos de ciertos valores especificos de BI.

El
pAl*

@, =,82I2

Bibliografia:
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5. RESULTADOS: Aplicacion del método de los

elementos finitos al analisis dinamico de unaviga

5.1 Introduccion

Del mismo modo que el método de los elementos finitos es una
herramienta muy util en el analisis estatico de las estructuras, también

lo es para analizar el comportamiento dinamico de estas mismas.

Como ya hemos aventurado el mayor problema de Astilleros y
Sociedades de Clasificacion es evitar desde las primeras fases de disefio
del buque, los posibles fenomenos de resonancia. Para ello, deben
implicarse tanto el Astillero como sus suministradores, ya que son el

motor y la hélice las mayores fuentes de excitacién del buque.

Los posibles fendémenos de resonancia surgen cuando una de los
modos y frecuencias provenientes de las fuentes de excitacidon coincide
con los modos y frecuencias naturales de la propia estructura. Los
efectos de dicho fendmeno son posibles roturas en otros equipos o

estructuras, ademas de niveles indeseables de ruido.

A bordo de los nuevos buques ferry, este problema supone aun mayor
interés, puesto que a las especiales caracteristicas constructivas del
buque se unen las necesidades y exigencias en torno al confort de los
pasajeros en las zonas de acomodacion. Esto ha provocado que el
analisis por el método de los elementos finitos del buque completo o de
zonas del mismo sea en la actualidad una de las mayores herramientas
que poseen los ingenieros navales para evitar desde las primeras fases

de disefio los posibles efectos de la vibracion.

Por tanto, la tarea que se ha querido acometer en este trabajo es la de
calcular los frecuencias naturales y modos de vibracion de un elemento
“local” de la estructura, por medio de este, ya menos nuevo, método

numérico. Con el conocimiento de estos valores, y su comparacién con
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las frecuencias de las fuentes excitadoras podria realizarse o no las
modificaciones oportunas en el disefio estructural, separando
suficientemente, entre un 15-20%, frecuencias propias locales de

frecuencias excitadoras.

5.2 Modos y frecuencias naturales en unaviga

El problema consiste en hallar los modos y frecuencias naturales de

una viga apoyada en sus extremos.

|

[

A A
Cuando no existen cargas aplicadas sobre una estructura y el

amortiguamiento se supone despreciable, la ecuacion de equilibrio

dinamico
[MI{o(t)}+ [CH(t)}+[KIHs(t)}={F} [5.1]

se transforma en

[MI{o(t)}+ [KI{s(t)}={0}

siendo O(t) el vector de desplazamientos nodales, que varian con el

tiempo t.
Esta ecuacidén representa un movimiento armoénico simple en el que

las fuerzas internas de la estructura (eldsticas o no) equilibran en cada

instante a las fuerzas de inercia.
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Para estudiar la vibracion natural de una viga suponemos que el
vector de desplazamientos nodales, variable con el tiempo, puede

expresarse en la forma.
{o(t)}={J}sen(wt +¢)

Donde {O0} es el vector formado por las amplitudes de los

desplazamientos nodales y W es la frecuencia de la vibracién. Teniendo

en cuenta que
{5(1)}=-w* {5 }sen(wt + @)
Al sustituir esta igualdad en [4.1] se obtiene
([K]-A[MD{s}={0}, siendo A=w? [5.2]

Para que esta ecuacion tenga una solucion distinta de la trivial,

{5}20, es necesario se verifique la ecuacidn caracteristica del

problema de autovalores
det([K]-4[M ])={0}

Si n es el orden de las matrices [M] y [K] habra n escalares A,

llamados autovalores, que satisfacen la ecuacion caracteristica. A cada
autovalor 4; y, por tanto, a cada frecuencia natural Wi=1//”ti le

corresponde un vector {5}i, llamado autovector o modo natural, que

satisfara el sistema de ecuaciones lineales y homogéneas representado
por [4.2]. Por consiguiente, la viga tendrda un nimero de frecuencias y
modos naturales igual al orden de las matrices [M] y [K], que coincide

con el nimero de grados de libertad de la viga.
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Como el sistema de ecuaciones lineales es indeterminado, Unicamente
se puede hallar valores relativos de las amplitudes de Ilos
desplazamientos nodales correspondientes a los modos naturales. Ello
obliga a prefijar en cada modo natural la amplitud de unos de los

desplazamientos nodales, haciéndola usualmente igual a la unidad.

Frecuencias naturales

Discretizacion de la estructura

De la mima manera que describimos en la unidad 2, la primera fase

del método del elemento finito es la de descretizacion de la viga.

1 2 2 3 8 4 M
y:l]ﬁ - [ ] ] [ :
L L L

Elegir funciones de aproximacion

Las funciones de aproximacion escogidas son las mismas que para el

ejemplo de la seccidon 2:
2 3
Y(X)=d(X)=a, +a,X+a, X" +a,X

Asi que las funciones de interpolacién seran:
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Como x;=0 y x,=L, las anteriores funciones de forma se reducen a:

3x?  2x3
TN
2x?  x®

N =X
3x?2  2x°
Ye T T
x? X3
T

Matrices locales

Siendo p la densidad del material de la viga, e y(t) el campo de

desplazamientos, las fuerzas de inercia por unidad de volumen estan

definidas por

ploty(t)/ot* }= p{ (1)}

De acuerdo con el principio de DAlembert’, estas fuerzas de inercia

son equivalentes estaticamente a

9 . .. .
El principio de d'Alembert, enunciado por Jean d'Alembert en su obra maestra,
el tratado de dindmica establece que la suma de las fuerzas externas que actuan
sobre un cuerpo y las denominadas fuerzas de inercia forman un sistema de fuerzas

en equilibrio.
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- p{y(1)}

siendo Y(t) el campo de desplazamientos del elemento, que podria

expresarse aproximadamente como ya hemos visto:

{y(0)}=N.(x,y,2){5.(t)} [5.3]

Ahora bien, el vector de fuerzas nodales equivalente a las fuerzas de

inercia es:

{F.(0)}=[ IN.T"(=p{y.(t)DaV,

Y sustituyendo [4.3], resulta

{F()}=~(], [N, 1" [N, 1dV, )}{5,(1)})

o bien

{F.(O}=-[m,1{o.(1)})

Por lo tanto, la matriz de masa del elemento [m.], queda definida por

[m 1= P[N.1"[N.IaV,

Definamos ahora cual serda la matriz de masa de uno de los elementos;

tenemos:
3x*  2x°
N¢l_1_ 2 T3
L
2x? X8
NBl_ — L +F
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3x>  2x°

62 L2 - E
x> x°
Ngz:_T+F

[m 1=, [N 1"[N,1dv,

x> 2x° 2 2x° 13L
m,, = 1- + Adx = pA|(1- + dx=p A—
11 pJI:( L2 L3 ) p !( L2 L3 ) p 35

3x* 2x° 2x°  x° 11172
m, = pA[(1- + X - +—)d A
2= {( ot e )i =p AT

2 3 2 3
3X 2x° ., 3X _2x Jalx = A9_L

m, = pA{(l- ERET X e pho
My, = PA{(l' 3[(22 + 2§' )(—X—:+)£—j)dx:—pA143;'g
Mo = /’A{(X' Zf +i—j)(—x—:+i—j)dx=—pA1420

x> 2x° x> 2x° oL
My = PA[(5 =5 -5+ 5 = p A

L
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e pA{(BLX; e L=
3x 2Ii<: )de:pA1432|(-)2
T pAJL.(3C(2 2X )Ii—z)dx=—p,a\1211';)2
™ pA{ (_X_|_2 L ,i(zz 2|_)§3 )X = —p A14325
= oA 23 - Bk paT
x> x° E

m,, = pAJ.(_T+?)2dszA105
L

Estos coeficientes determinan la matriz de rigidez de un elemento de

viga.
156 22L 54 —13L
[m]= 22L 41> 13L -3
_420 54 13L 156 —22L
_13L -312 —22L 412

Por su parte, la matriz de rigidez del elemento [K.] es la misma que

obtuvimos para el problema de desplazamientos de la seccion 2.
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Esta es
12
6L
K]
L |-12
6L

6L
41
-6L
217

Matrices globales

Ahora sélo tenemos

-12 6L
-6L 2L’
12 -6L
-6L 4L°

que ensamblar las

sabemos, para determinar las matrices globales de la viga.

156
22L
54
—-13L
M]=1
420
12 6L
6L 4L°
-12 -6L
6L 2L2
El
K-

22L

41’

13L
-3L7

-13L

-12
-6L
12+12
-6L+6L
-12
6L

54 -13L
3L -3L°
312 0
0 8L’
54 13L
-3L°

6L
21°
-6L+6L
417 +41°
—-6L
212

matrices locales como
54  -13L
13L  —3L?
312 0 54  —-13L
0 gL> 13L -3L°
54 13L 312 0 54
-13L -3L? 0 8L? 13L
54 13L 156
-13L -3L* -22L
-12 6L
-6L 212
12+12 -6L+6L -12 6L
—-6L+6L 4L +4L° -6L 217
-12 -6L 12+12 -6L+6L
6L 217 -6L+6L 4L +4L°
-12 -6L
6L 217

-13L
-3L°
-22L

ya

41°

-12

-6L
12

-6L
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Ahora necesitamos aplicar las condiciones de borde. Ya que en el
nodo 1 y 5 los desplazamientos son nulos, anulamos la primera y
penultima fila y columna, colocando un 1, en el lugar donde se cruzan

filas y columnas respectivamente de las dos matrices globales. Queda:

1 0 0 0
0 4L7° 13L  -3L?
0 13L 312 0 54 -13L
0 -3L° 0 gL> 13L -3L?
[M]:i 54 13L 312 0 54 -13L
420 -13L -3L? 0 8L? 13L  -3L?
54 13L 312 0 0 -13L
-13L -3L? 0 gL> 0 -3L?
0 0 1 0
-13L -3L* 0 4L°
1 0 0 0
0 4L? -6L 212
0 -6L 12+12 —-6L+6L  -12 6L
0 21 -6L+6L 4L%+4L° -6L 212
[K]:E -12 -6L 12+12 -6L+6L -12 6L
L2 6L 212 -6L+6L 417 +41° -6L 212
-12 -6L 12+12 -6L+6L 0 6L
6L 212 —6L+6L 4L2+41% 0 217
0 0 1 0
6L 212 -6L 417

Ahora estamos en condiciones de resolver la ecuacidn caracteristica:
det([K]-A[M])={0}

Por tanto, dando valores a las constantes L, m e |, determinaremos

los autovalores que corresponden a las frecuencias.

El perfil HE-600 de doble T es:
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a,

b

h=600cm
b=300cm
e=35cm
d=25cm

L=Longitud del elemento de la viga= 1 metro

Por tanto:

A=Area=34250cm?=3,42m?
1=21,2807m*

L=Longitud del elemento de la viga= 1 metro

m = masa del elemento = p AL =7 85(T / m®)x3,42m?x1m =26 847 Ton

Mediante el programa mathematica se ha desarrollado el problema

calculado y obtenido los resultados'.

De esta manera, los 5 autovalores'' méas pequefios que cumplen con la

ecuaciodn caracteristica son:

" Ver ejercicio mathematica: “Autovalores”.
'1'S6lo estudiamos los 5 primeros modos, pues son las frecuencias mas bajas las més relevantes desde el
punto de vista del estudio del riesgo de vibracion.
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A, =6,33716x10°
A, =102143x10°
A3 =5,31964x10°
A, =1,99752x10°

A5 =5,04672x10°

Yy,

w; =/, =2517 4Rad /s

W, = /4, =10106 6 Rad / s
w; =,/4; = 23064 3Rad /s
w, = /2, =446936 Rad / s

ws = /5 =71040,2Rad / s

De las cuales w; es la frecuencia mas baja o frecuencia fundamental.
De hecho, hasta ahora hemos tratado con frecuencias angulares, cuya
unidad es radianes por segundo. La frecuencia en Herzios se

determinaria:
W
f(Hz)=—
(Hz) o

siendo la frecuencia f el ntimero de oscilaciones por segundo que se

realizan.
Modos naturales

El modo natural correspondiente a cada autovalor se determina

resolviendo el sistema de ecuaciones lineales:
([KT-A[M]{s}={0}
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Para cada autovalor (frecuencia) se obtiene un vector de
desplazamientos. Como el sistema es indeterminado, hemos de
normalizar un nodo (igualandolo a 1 por ejemplo), por lo que se obtiene

el vector de desplazamiento en relacion a este nodo normalizado.

{0}=Ha 0, }{4,}{0,}{4, }10, }{ 4, 116, }{4 1} "

Para 4, =633716x10°, el resultado fue':

¢, =0m

6, =1.11071rad

¢, =1m —nodo normalizado
¢, =0.785406 rad

¢, =1.41424 m

6, =2.9x10" rad ~0 rad
¢, =1.00004 m

6, =—0.785406 rad

¢, =0m

6, =-1.11077 rad

4

Idem para los demdas autovalores.
Finalmente, representando primer y segundo modo por medio de una

grafica:

"2 Hay que resefiar que la nomenclatura que se ha usado en el programa mathematica es
={{x},{y},{d},{z},{r},{s},{t},{u},{w},{q}}, para simplificar el proceso Uinicamente; siendo “d” el nodo
normalizado.

1 Ver ejercicio Mathemética: “modos”.
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- —— 1608 Hz
i 400 Hz
0,00 —\
T -r . L] I ':' r L] L r T 'i
o0 1 Z 3 4

primer y segundo modo vibratorio de la viga por el método aproximado de elementos finitos a escala

no real.
Hay que resefiar, que seria conveniente para este tipo de problemas,
controlar algin programa por elementos finitos adecuado. De esta

manera la resolucion y representacion de los datos obtenidos seria

mucho mas sencillo y eficaz.

Bibliografia:

1. Manuel Vazquez, Eloisa Lopez: “El Método de los Elementos

Finitos, aplicado al analisis estructural”, Noela, Madrid, 2001.
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6. DISCUSION

La partida de nacimiento del MEF, esta fechada en 1956. Se trata de
un articulo histérico aparecido en una revista relacionada con la
industria aeronautica, y se debia a la necesidad de analizar cémo se
distorsionan bajo presion las distintas partes de las alas y del fuselaje

de un avién, y como responden a las vibraciones.

Se concebia entonces una nueva técnica de calculo, inabordable sin la
ayuda del ordenador, que fue bautizada con el nombre de “calculo

matricial de estructuras”.

Asi pues, el MEF nacidé en el ambito del calculo de estructuras y esto
ha impregnado toda la terminologia asociada al mismo. En un principio
se presento como un procedimiento de calculo mas, entre los muchos
desarrollados por ingenieros ocupados en resolver problemas practicos.
Sin embargo, durante los afios sesenta los investigadores descubrieron
que la esencia de lo que habia sido una mera generalizacidon del calculo
matricial podia utilizarse, no solo para resolver problemas de calculo
de estructuras, sino también problemas de campo en general, tales como

problemas de elasticidad o de conduccién de calor.

Por otro lado, tras el éxito en las primeras aplicaciones, se comprobd
que a pesar de haber sido desarrollado con mentalidad practica

(ingenieril), el método tenia hondas raices matematicas.

Esta generalidad empez6 a atraer el interés de los matematicos, los
cuales contribuyeron decisivamente a explicar con rigor las bases del
MEF. Sin embargo, debe hacerse notar que la contribucién de los
matematicos al MEF ha ido siempre muy por detras de las aplicaciones
practicas. El MEF nacié como una herramienta ingenieril y sus lineas
basicas de desarrollo han estado siempre muy vinculadas a la presion de
la industria por resolver problemas. En muchas etapas de su evolucion
se ha concebido y aplicado con éxito una determinada técnica numérica

antes de encontrar su justificacion matematica rigurosa. De hecho, es
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sintomatico que el primer libro importante en que se analiza el MEF
desde el punto de vista matematico se publicara en 1974, cuando el
método llevaba al menos quince afios empleandose en la industria y
habia alcanzado una gran madurez en su aplicacién a problemas

lineales.

Ademas, la manera en que ingenieros y matemdaticos abordan el
problema de la descretizacion de un continuo es diferente. Los
matematicos han desarrollado técnicas generales aplicables
directamente a las ecuaciones diferenciales que rigen el problema. Los
ingenieros, por otra parte, suelen enfrentarse al problema mas
intuitivamente creando una analogia entre elementos discretos reales y

porciones finitas de un dominio continuo.

Es por tanto de la posicién de “analogia directa”, adoptada por los

ingenieros, de donde nace la expresion “elemento finito”.

El método de los elementos finitos es un método de aproximacion
cuya exactitud depende del nivel de discretizacion de la estructura, asi
como de las funciones de aproximacidén que utilicemos. Generalmente,
cuanto mayor sea el grado del polinomio de aproximacidén, mayor es la

exactitud del método.

Una desventaja del M.E.F es que la masa y la elasticidad no siempre
se pueden separar en los modelos matematicos de los sistemas reales.
Cuando estudiabamos, en efecto los sistemas distribuidos, en los que se
“distribuyen” estas dos propiedades, determindbamos la ecuacidn

diferencial de equilibrio dindmico de la viga.

No en todos los casos, el comportamiento de una estructura continua
podemos describirla mediante una ecuacidén diferencial, pero en este
sencillo caso si. Por tanto, podemos comparar la solucion obtenida
mediante el método de los elementos finitos y la soluciéon real, y

determinar la magnitud del error cometido.
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Para analizar la aproximacion del M.E.F consideramos de nuevo la

misma viga y deduciremos las frecuencias naturales exactas.

| .
"|' - |
¥

Como deducimos en la seccion de “estudio general de vibraciones de

una viga”, la deflexion y(x,t) se describe por la ecuacidn

y(x,t)=(Acosw,t+ Bsenw, t)(C, cosh px + C,senhpx + C, cos px + C,senpX)

Las condiciones de limite son las mismas en x=0 y x=L; la deflexion
y el momento flexionante valen ambos cero. Usando estas condiciones,

en x=0,

y(0,t)=0=(Acosmt+Bsenat)(C, cosh px+C,senhpx +C, cos px+C,senpx)
%/_J

1 0 1 0

0=C,+C,
84)/ 4
M =-El —4=O =—EIB~" (Acos o, t+ Bsena)nt)(C1 cosh ﬁx+C25enh/3x—C3 cos,Bx—C4sen/3x)
ax R
1 0 1 0
0=C,-C,

Por tanto, C=C3=0.
En x=L

y(L,t)=0=(Acosw,t+Bsenw,t)(C,senhpL +C,senpL)
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oy

M(L,t)=-El
(L) P

=0=-EIB*(Acosw,t+Bsenw,t)(C,senhL—-C,senpL)

Estas dos ecuaciones se pueden escribir,
senhpL  senpL |[C,| O
senhBL —sengL||C,| |0

No considerando la soluciéon trivial c¢2=c4=0 vy haciendo el

determinante igual a cero, se tiene la ecuacion de frecuencia
—2senhfgLsengL =0

Ya que senh,BL>O para todos los valores de ,BL?&O, las tUnicas

raices para esta ecuacidén son ﬂL=O,7Z',27Z',37Z', ..... ,h7Z'

a)ﬁ =ﬁ4L4 El% —nt El .
wL pAL
w, = |']27Z'2 i4
pAL

en donde n es el entero que indica la armoénica, p la densidad del acero,
y A la seccién transversal.

Resolviendo la ecuacion tenemos que para:

n=1 w1=2516,72 rad/s
n=2 w»,=10066,9 rad/s
n=3 w3=22650,5 rad/s
n=4 ws=40267,5 rad/s
n=>5 ws=62917,9 rad/s

Estas son las frecuencias reales que comparandolas con las

frecuencias determinadas por el método de los elementos finitos'":

" Ver ejercicio mathematica: “Autovalores”
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w, =2517 4rad /s

w, =101066 rad / s
w, =23064,3rad /s
w, =446936 rad /s
ws =71040,2 rad / s

Se observa, que hasta el tercer armoénico el error cometido no supera
el 2%, y que para la frecuencia principal el resultado es pradcticamente

exacto.

Ahora calculamos las frecuencias por el método de los elementos

finitos pero discretizando la viga en 8 elementos .

=25236rad /s

=101569 rad /s
=23000,8rad / s
=41199.2rad / s
=65118.7 rad / s

W,
W,
W,
W,
W

Puede verse ahora que el maximo error cometido no supera el 4%,
cuando en el caso anterior supero el 12%.
Por tanto cuanto mas pequefio hagamos la “malla” que subdivide a la

viga en elementos finitos, mas nos aproximamos a la solucién exacta.

"5 Ver ejercicio mathematica: “Aproximacién por medio de 8 elementos finitos”
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: ——1602.2 Hz
100.5 Hz |

0.0 1 2 3 4

Modos naturales primero y segundo de la viga.

. — 1608 Hz
400 Hz

0.0 i 2 3 4

Modos naturales primero y segundo de la viga por el M.E.F (4 elementos).
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7. CONCLUSIONES

El interés en trabajar sobre este tema, surge de la gran explosion con
que el Método de los Elementos Finitos inund6 ya hace algin tiempo
tanto el ambiente académico como el campo de la industria, unido a las
cada vez mas exigentes normas sobre niveles de vibraciéon a bordo de

los nuevos buques ferry.

A lo largo de este trabajo se han determinado las ecuaciones de
equilibrio estatico y dindmico respectivamente de una viga, en el
primer caso cargado uniformemente. El objetivo era describir el
fundamento tedrico del elemento finito y en este caso podiamos
comparar la aproximaciéon por medio del método con la solucidén exacta
descrita por la ecuacion diferencial de equilibrio dindmico. Pero para
un buque completo no es posible determinar una ecuacidon diferencial
que describa su comportamiento. A este tipo de estructuras le
llamabamos sistemas continuos. Para encontrar una solucién lo mas
acertada posible habiamos de subdividir como hicimos con el elemento
viga en elementos finitos pero no infinitesimales, en los cuales
aplicando las ecuaciones de equilibrio, estdtico o dinamico en cada
punto o “nodo” previamente considerado, aproximdbamos la solucion a

la estructura total.

Comprobando el gran volumen de calculo que hemos necesitado para
resolver una simple viga, no es dificil entender que realizar lo mismo
con un buque completo, es definitivamente imposible. Para ello, se
cuentan en la actualidad con potentes computadoras y softwares que
permiten resolver en nuestras oficinas técnicas la infinidad de
ecuaciones que describen el modelo y que de otro modo seria
inabarcable. Una forma util y que se lleva a cabo en Los Astilleros es
la posibilidad de manejar “subestructuras”. Las subestructuras son
ensamblajes de elementos basicos (placas y barras) que se emplean
como “macroelementos” o “bloques” en la modelizacion de estructuras

mas grandes y complejas.
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En nuestros dias, la construccion de buques tipo ferry de nueva
generacion estd experimentando un gran auge. EI ruido y vibraciones
en buques de este tipo son de maxima importancia, puesto que prima
ante todo el confort de pasajeros en las zonas de acomodaciéon. Para
ello existen reglas exigidas por las Sociedades de Clasificacidon, que
junto a la responsabilidad de los Astilleros, hacen que este asunto, esté
en la primera linea de atencion desde las fases mas tempranas del

disefio constructivo.

En lineas generales, la forma de evitar los niveles excesivos de
vibracion, consiste en evitar que las frecuencias de vibracidon
provenientes de las fuentes de excitacion principales (las cuales se han
descrito detalladamente) entren en resonancia con las frecuencias
naturales de la propia estructura, es decir, que estas dos frecuencias
coincidan. De ser asi, las amplitudes de vibracién aumentarian
enormemente llegando a poner en riesgo incluso la integridad de las
estructuras o de determinados equipos. La forma de evitar esto, es
separando convenientemente, mediante modificaciones estructurales, los
modos y frecuencias naturales entre un 15% y 20% de las frecuencias

excitadoras.

Precisamente obtener estos modos y frecuencias naturales es lo que
hemos hecho, pero aplicado a un elemento viga. Dado que las
caracteristicas de un ferry obliguen a disponer de espacios diafanos en
bodegas para el transito de vehiculo, y que por ello se dispongan de
pocos mamparos, asumiéndose su labor por largos y espaciados puntales
en crujia; esto obliga a que se dispongan de grandes tramos de vigas
bajo las cubiertas, y que este elemento constructivo, por tanto, deba ser

tenido muy en cuenta en el proyecto.
Observando los resultados se llega a la conclusion de que el método

es sobradamente aproximado y de que éste lo es cada vez cuanto mayor

nimero de elementos finitos consideremos en la fase de discretizacidn.
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Otra conclusion que se deduce inmediatamente es que para estructuras

mas complejas el uso de computadoras es primordial.

Todo esto, unido al gran interés que en los ultimos afios, dentro de
la construccidén naval, suscita el control de vibraciones, asi como al
asunto de que muchos recién ingenieros técnico navales trabajan
actualmente o trabajaran con herramientas de elementos finitos, puede

hacer interesante o al menos nada desdefiable la presente memoria.
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8. ANEXOS

ANEXO 1 Construccion de diagramas de cortante y

momento

Los diagramas representan la variacion de estas fuerzas a lo largo
del elemento, dibujando en las abscisas la longitud del elemento y en
las ordenadas el valor de la fuerza interna. Para axial y cortante los
valores positivos se dibujan por encima del elemento pero para los
momentos se dibujara el diagrama para el lado traccionado del
elemento, asi, si el elemento es horizontal el lado positivo del diagrama
estara para abajo. La convencidon para momentos rige para cualquier
ubicacion de este en el espacio y es independiente del origen escogido,

ya sea este en el extremo derecho o izquierdo del elemento.

Viga simplemente apoyada con una carga distribuida

uniformemente

g
= [es

Construccidon del diagrama de corte:

> Sabemos que el elemento estd en equilibrio por lo tanto el

diagrama empieza en cero y termina en cero.

> Cuando hay fuerzas puntuales estas implican un brinco igual
a su valor en el diagrama de corte (variacion brusca de este), el

brinco se da en la misma direcciéon de la carga puntual aplicada.

> Recordemos que el valor —w es la pendiente del diagrama de

cortante.

Empezando por el lado izquierdo tenemos:
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v Etineo positiro ¢ igeal ala seccldn

el 7 Femdionke nepetiva ¢ el a o

3
Empteza en ceso (= Blglico positive lowal als seceldn desecha,
eore eske Drives suelvo wllegat & cero

Notemos que la seccion del extremo se convierte en el cortante, asi

podriamos decir que Va = A, y Vb = B,.
Determinaremos el punto donde el corte es cero:

Si ¥=Fa, —wx entonces igualando V = 0 y despejando x, tenemos:

i

W

A=
el punto de cortante cero se encuentra dividiendo el cortante de

extremo por la carga w.

En resumen, podemos obtener el cortante en cualquier punto restando
al cortante de extremo lo que llevamos de carga encima del tramo

estudiado (W.X).
Construcciéon del diagrama de momentos:
> El diagrama empieza en cero y termina en cero.

> Cuando hay momentos de extremo o puntuales se interrumpe
la continuidad del diagrama presentandose un brinco en éste. Si el
momento puntual es positivo, el brinco serd negativo y viceversa.

Tal y como se muestra en estos ejemplos:
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—

Pl
e
A
M i
L T
H I
L
> Recordemos que

el

valor

CORTE

ol

pendiente del diagrama de momentos.

del

cortante

igual

la

Retomando el ejemplo inicial y empezando por el lado izquierdo de la

viga tenemos:

TI11]

fr
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I Falor de la perslicede en el momerdo
F
)
CORTE
Va
b
b

Ewygnieza en cero wao

haymomento de exdreme

MOBERTOD
‘--\"""-h.

Valoms de peaslienies
" vt EaRvAE 7 Baila wes
B v 5 (maor
mclinacldn).
Peswliondes cada vez
HEERDYES ¥ _
positivss Feruidaerike sgual o
eero en el cenden de
aluz

Segun la convencién fijada los momentos positivos producen
tracciones en la parte inferior, por eso se coloca el eje positivo para

abajo.

Notemos que con las pendientes se puede trazar facilmente el

diagrama de momentos, inclusive nos muestra la curvatura.

Sabemos que un momento positivo produce concavidad hacia arriba,

por lo tanto la curvatura sera hacia arriba.

U

Cawrea slistios tentative del element o,
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ANEXO 2 Modulo de inercia

El momento de Inercia es la resistencia que un cuerpo en rotacion
opone al cambio de su velocidad de giro. A veces se denomina inercia
rotacional. El momento de inercia desempefa en la rotacion un papel
equivalente al de la masa en el movimiento lineal. Por ejemplo, si una
catapulta lanza una piedra pequefia y una grande aplicando la misma
fuerza a cada una, la piedra pequefia se acelerara mucho mas que la
grande. De modo similar, si se aplica un mismo par de fuerzas a una
rueda con un momento de inercia pequefio y a otra con un momento de
inercia grande, la velocidad de giro de la primera rueda aumentara

mucho mas rapidamente que la de la segunda.

El momento de inercia de un objeto depende de su masa y de la
distancia de la masa al eje de rotaciéon. Por ejemplo, un volante de
1 kg con la mayoria de su masa cercana al eje tendrd un momento de
inercia menor que otro volante de 1 kg con la mayoria de la masa

cercana al borde exterior.

El momento de inercia de un cuerpo no es una cantidad Unica y fija.
Si se rota el objeto en torno a un eje distinto, en general tendra un
momento de inercia diferente, puesto que la distribucién de su masa

en relacion al nuevo eje es normalmente distinta.

El momento de inercia respecto al eje de la seccidén transversal de

una viga se escribe:

Iejesecc = J.A ysz

siendo A, el 4rea de la seccion transversal de la viga.

En casos sencillos, los momentos de inercia se calculan
analiticamente con facilidad. Sea, por ejemplo, una seccidén en doble

T, como la de la figura.
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a,

b
=] y*dA
=y
Si hacemos h;=h-e y separamos el area en dos regiones
h h
24,2 24,2
l, =2J'h?y bdy+2f02y d dy

Resultando:

_b(h*=hg) dn’

I
’ 12 12

Siendo:

h=600cm
b=300cm
e=35cm

d=25cm
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Por tanto:

A=Area=34250cm?=3,42m?
1=21,2807m*
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ANEXO 3 Ecuaciones diferenciales lineales

Una ecuacion diferencial es una ecuacidon en la que intervienen
derivadas de una o mas funciones.

La resoluciéon de ecuaciones diferenciales es un tipo de problema
matematico consistente en buscar una funcion de cumpla determinada
ecuacion diferencial.

Estas ecuaciones se clasifican en dos tipos. En la ecuacidon
diferencial ordinaria sdélo participan derivadas totales, y existen
métodos de resolucion genérica segun el tipo

La ecuacion diferencial en derivadas parciales es de alta
complejidad, suelen ser capitulos o tratados enormes. Cada caso es
especial y tiene su método particular de resolucion.

Dentro de las ecuaciones diferenciales ordinarias estan las
ecuaciones diferenciales lineales. Estas son el tipo de funciones
analiticas que se wusan por ejemplo para representar los campos

vibratorios.
Teoria

Se les da el nombre de Ecuaciones Diferenciales Lineales, si la
relacion entre las derivadas sucesivas de sus coeficientes es de la
forma:

ao(x) Yy + ar()y" P + L+ ana(X)y + an(x)y = h(x)

Si a,(x) es diferente de cero, la ecuacion se normaliza

y™ + b (x)y" P + L+ b (X)y + ba(x)y = h(x)/ao(x)

Clasificacion:

1.- a) Si h(x) =0, la ecuacidén es homogénea.

Si h(x) es distinto de cero, la ecuacion es lineal no homogénea.

2.- a) Si a;(x)=c para toda y, la ecuacion es linecal de coeficientes

constantes.
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Si aj=ai(x) para toda i, la ecuacion es lineal de coeficientes
variables.
Sea y'"" + p(x)y' + q(x)y = r(x) una e.d.o. (1)

con su homogénea correspondiente y'' + p(x) y'+ q(x)y =0

Principio de superposicion o linealidad:

1.- Sean y;(X) y y2(X) soluciones parciales de la ecuacion homogénea:
C1Y1(X) y C2 Y2(X) son soluciones de (2) y

Yy = Cc1Y1(X) v C2 Y2(X) es también una solucidn.

2.-y = C1Y1(X) + €2 y2(X) es también solucion general de la ecuacion

(2).

3.- Las soluciones de la ecuacién (1) pueden ser:
yi(X) y y2(x) de la ecuacion homogénea correspondiente y una

solucion y(r(x)) (particular), determinada por r(x).

Método de solucidon para las ecuaciones diferenciales lineales:

De orden mayor o igual a 2.

La ecuacion diferencial normalizada toma la forma:

y"+ p(x)y" + a(x)y=r(x)

o Sip(x)yg(x)son constantes , la ecuacion toma la forma :
y"+ay'+ by=r(x)

es llamada lineal de coeficientes constantes.

o Cuando r(x) =0 , la ecuacion es homogénea, si r(x) es diferente

de cero, la ecuacion es no homogénea.

o Para resolver las ecuaciones se usaran las propiedades de las

ecuaciones diferenciales lineales de primer orden.
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1. En el caso mas sencillo de una ecuacioén diferencial lineal de
coeficientes constantes homogénea se busca la soluciéon por analogia
con las ecuaciones lineales homogéneas de primer orden:

y — emx

m = constante a determinar

al derivar dos veces y substituir en la ecuacidén correspondiente:

(m?+ am + b) e™ =0

X

dado que e™ es diferente de cero -> m’+ am + b = 0.

Los valores de este polinomio, llamado caracteristico determinan las

soluciones
y — ele
y — em2x

2. Ecuaciones no homogéneas:

I) Método de coeficientes variables:

* Proponer una solucion particular yp,= y(r(x)).

= Cuidar que no exista dependencia lineal con las
soluciones parciales de la ecuacion homogénea
correspondiente.

= Determinar, al derivar la solucion propuesta y,
y substituir en la ecuacidén original, los coeficientes
que hacen valida la propuesta.

IT) Método General:

Este método tiene la ventaja de no requerir independencia lineal para
determinar la solucidén particular que se propone; ademas de que las
funciones r(x) pueden o no ser de orden exponencial; es decir, la Unica
restriccion que se impone es que r(x) sea integrable.

y = C1yi(X) + C2 ya(X)

donde y; y Y2 son soluciones parciales de la ecuacion homogéneca
correspondiente.

0 Supodngase

C1=C1(X) y c2 = c2(x)

o Derivese

122



E.U.INGENIERIA TECNICA NAVAL

APLICACION DEL METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS AL ESTUDIO DE
VIBRACIONES EN VIGAS DE CONSTRUCCION NAVAL

AUTOR: PABLO CESPEDES CALDERON

Y p= C1y1(X) + C2 y2(x)
con la condicién de que
Ciy'1(x) + c2 y'2(x) =0
o Se obtiene un sistema de ecuaciones
Ciy'1(X) + c2y'2(x) =0
cliy'1(x) + c'2 y'2(X) = r(x)
al resolver el sistema y determinar a las funciones
ci(X) y c2 (X)

se obtiene la solucidn parcial buscada.

123



E.U.INGENIERIA TECNICA NAVAL

APLICACION DEL METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS AL ESTUDIO DE
VIBRACIONES EN VIGAS DE CONSTRUCCION NAVAL

AUTOR: PABLO CESPEDES CALDERON

ANEXO 4 Cavitacion

La cavitacion o aspiracién en vacio es un efecto hidrodinamico que
se produce cuando el agua o cualquier otro fluido pasa a gran velocidad
por una arista afilada, como la pala de la hélice, produciendo una
descompresion del fluido. Puede ocurrir que se alcance la presion de
vapor del liquido de tal forma que las moléculas que lo componen
cambian inmediatamente a estado de vapor, formandose burbujas o, més
correctamente, cavidades. Las burbujas formadas viajan a zonas de
mayor presion e implotan (el vapor regresa al estado liquido de manera
subita, «aplastdndose» bruscamente las burbujas) produciendo una
estela de gas y un rapido desgaste de la superficie que origina este
fendémeno.

La implosién causa ondas de presion que viajan en el liquido. Estas
pueden disiparse en la corriente del liquido o pueden chocar con una
superficie. Si la zona donde chocan las ondas de presion es la misma, el
material tiende a debilitarse metalirgicamente y se inicia una erosidn
que, ademas de dafiar la superficie, provoca que ésta se convierta en
una zona de mayor pérdida de presion y por ende de mayor foco de
formaciéon de burbujas de vapor. Si las burbujas de vapor se encuentran
cerca o en contacto con una pared so6lida cuando implosionan, las
fuerzas ejercidas por el liquido al aplastar la cavidad dejada por el
vapor dan lugar a presiones localizadas muy altas, ocasionando
picaduras sobre la superficie solida.

El fendémeno generalmente va acompafnado de ruido y vibraciones,
dando la impresiéon de que se tratara de grava que golpea en las
diferentes partes de la estructura.

Se puede presentar también cavitacién en otros procesos como, por
ejemplo, en hélices de aviones, bombas y tejidos vascularizados de

algunas plantas.

Bibliografia:

1. Cavitacion, Wikipedia, Enciclopedia virtual.
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ANEXO 5 Vano de popay timon

l II
l
LB

D =Diametro de la hélice. Para propulsion convencional, se situa
entre

0,63 y 0,67H.
H = Calado

B = Inmersién de la popa minima recomendable = 0,05/0,1H

2
i{1+25(Ej }mz
A = Area de la pala del timoéon = 100 L
Distancias recomendadas:

a> 0,2R (hélice)

b> (0,7-0,04z)R (z = nimero de palas)
c> (0,48-0,02z)R
d> 0,07 R

Bibliografia:

1. Molinier

Pappalardo

Matias
vibraciones en buques.

Maximiliano. Prediccidn

de
Universidad de Buenos Aires.
Ingenieria Naval. 2005

Dpto.

125



Fuentes excitadoras

APLICACION DEL METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS AL ESTUDIO DE
ANEXO 6

VIBRACIONES EN VIGAS DE CONSTRUCCION NAVAL

E.U.INGENIERIA TECNICA NAVAL
AUTOR: PABLO CESPEDES CALDERON

aoraq 2] £ sefa =p eom] v |
_

OpTIog B[0P 9P ENYIngsE B
semrod s £ slindore ap ewoemgs g] Aele g w.lf.dnﬂ.nnﬂ.nﬂﬂuuﬂnln
[Fmns g | Spﬁjﬂun.ﬂm. SH[ETPILIETO] SIUOTIEINT

SH[ESTRASIED) SRU0TIENIINT

I0J0TH [2P TQISIO) 3P SEROIEIGL), | %\
oot [Bp Bl __
|

SEERA SSUDTIRIINT nm_"v.ﬂ...._"m” 100

VHH [Bp 5033319
=as ap zem] noREAMTY -

3(3 [ = sopranpe m.uﬂw.:mnm._ 3 1ed A siudme ap semotoeie
U S SRTEIIXIDY S2I010TY
sRlEIod 0] 3P SPUCIINEAL SE] I STUDTITLE
EJETpOapTy notssad ap seuoTaeie S
[RY 2] 3p OUEA [Fp seuoTHETLT | \\
OO [9p ETED _V \ - O [ RIG05 SOTIEESY -

- SA[EME SPUOTIRILL, | = i
edod 2p enamEa 3p semueg | \ n.\\\\.\_uuﬂu PP stogradns e angos sozisngsy
SE[ETOTIOL SSM0IIEIT A .p_u. ) )

[EUENET [#p SEWOTIEIGLY, VLE

sampod A efndore ep ewormmrgs &g

OpIIoT A[qOp [Bp enyangsy \ 10907 [Bp SRIOTIELEA sarql saaed A sezmeng /
V Tem 3p sadjeoy

sal@ ap eamm |
’ ’ UOTIENNND 3P SANEL]

|
sapg|

. - Gl
E[0 3p cpod EHV .h.\E..L.x\

(33 J-1]) SEIOMEMDRL 300 nmn_uaﬂmm.._ SE[D &P ONINTmOD TR,

O[] ] 2LO0T SOZTIRTIS]

F0[ET 2] 3p FImEmoss) |

.n__.u_._n.m.nm_.dn_” =P O SE[EISIE] SeMOTIEgL N !



E.U.INGENIERIA TECNICA NAVAL

APLICACION DEL METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS AL ESTUDIO DE
VIBRACIONES EN VIGAS DE CONSTRUCCION NAVAL

AUTOR: PABLO CESPEDES CALDERON

ANEXO 7 Masa afiadida

Las presiones dinamicas que actuan sobre la parte sumergida del
casco en su movimiento vibratorio juegan un papel importante en el
comportamiento dindmico del buque. Para tener en cuenta estos efectos
se introduce un término adicional en las ecuaciones de movimiento
denominado masa afiadida o agua arrastrada.

En condiciones de fluido incompresible puede establecerse la

ecuacion del problema acoplado en la forma siguiente:

(M +M)X +CX +KX =0

donde las matrices M, C y K representan, respectivamente, la masa,
el amortiguamiento y la rigidez de la estructura, y X los
desplazamientos de los nudos de la estructura. La matriz de masa
afiadida viene dada por:

M =pLH'LT

donde p es la densidad del fluido, L la matriz de interaccién y H la

matriz del fluido.

Bibliografia:
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